Solucié de ’examen parcial de Logica

F. M. E. 19/11/2007

Problemes Resolts

Problema 1. Sigui ) és un cardinal infinit i X un conjunt de cardinal \. Es
defineix la cofinalitat de A com el minim nombre de conjunts de cardinal més
petit que A que hem de reunir per tal d’obtenir X. Més precisament:

cof A := min {|I| | hi ha una colleccié de conjunts (X; | ¢ € I) satisfent

peracadai |X;| <A X = UXZ}
icl

a. Demostreu que la cofinalitat esta ben definida (no depén de X) i que
cof A < A

b. Demostreu que A = cof A -sup {u | p < A}. (indicacid: useu la desigualtat
de lezxercici 1.20 )

c. Demostreu que la cofinalitat de X,, és N,,. (indicacid: useu la férmula de
Uapartat b) )

d. Demostreu que la cofinalitat de X, és Rg. (indicacid: construiu un conjunt
de cardinal X, fent la reunid de conjunts de cardinal X,, amb n € N).

Solucié:
a. Si notem per
Cx := {I | hi ha una colleccié de conjunts (X; | ¢ € I) satisfent

peracadai |X;| <A X = UXZ}’
iel



veurem que si Y és un altre conjunt de cardinal A, llavors minCx =
minCy. Prenem una bijeccié f : X — Y. Per a cada col.leccié de
conjunts (X; | i € I) satisfent que per a cada i [X;| < X1 X = ,;c; Xi
tenim la col.leccié (f(X;) | i € I) que satisfa que per a cada i |f(X;)] < A
1Y = U,c; f(Xi). Aixo demostra que Cx C Cy. Aplicant-ho a I'aplicaci6
inversa f~! obtenim Cx = Cy i per tant min Cx = min Cy-.

Per tal de veure que cof(A) < A només cal observar que podem expressar
X = Uex {2} iper tant |[X| € Cx, és a dir cof(\) < |[X| = A

Si la cofinalitat de A fos finita, posem n, llavors tindriem que X = U?=1 X;
amb |X;| < A. Aix0 no pot ser, ja que llavors tindriem que A = |X| <
max {|X;| |i=1..n} <\

b. Sigui (X; | ¢ € I) una col.leccié de conjunts per a la que s’assoleix el
minim, és a dir, cof(A) = |I|. Ara, per lexercici 1.20, A = |X| <
|[I|sup {|X;| | i € I}. Com que cada X; té cardinal menor que X\ tenim
sup {|X;| | 7€ I} <sup{u|p <A} <A Tenint en compte tot aixo i que
cof(A) < X tenim

A= |X| <|I|sup{|X;| | i € I} <cof(N)sup{p | p <A} <AXN= A,
d’on s’en segueix que A = cof A - sup {p | p < A}

c. Distingim dos casos, segons n = 0 o n és més gran que zero. El cas n =0
surt per Papartat a): Ng < cof(Rg) < Rg. Si n no és zero resulta que
sup {p | p <N} = R,,_1. Sabem per Papartat a) que la cofinalitat de
N, és com a molt X,,. Si fos menor tindriem que cof(R,) < N,,_1 i per
Papartat b)

N, = COf(Nn) sup {M ‘ p< Nn} <IN, N, =Ry,
absurd.

d. Per a cada n triem un conjunt X,, de cardinal X,, (usem ’axioma d’eleccid).
Primer veiem que X := J, oy Xy té cardinal R,. D'una banda, com que
X, C X tenim que X,, = |X,,| < |X|. Com que aquesta desigualtat val
per a tots el n tenim que N, < |X|. D’altra banda, per la desigualtat de
Iexercici 1.20, | X| < Rosup{X,, | n € N} < RoR,, = R,,. Ara que sabem
que X té cardinal R, de la descomposicié X := J,cy Xn deduim que
cof (N,) < Vg. Com que no pot ser finita tenim que cof(X,) = Vg.

Problema 2.

a. Demostreu que els homomorfismes preserven totes les férmules sense quan-
tificadors i sense igualtat (no contenen el simbol d’igualtat).

b. Demostreu que els homomorfismes exhaustius preserven totes les férmules
sense igualtat.



Recordem que un homomorfisme h : M — N preserva ¢ significa que per a
qualsevol assignacid de variables o : V' — Dy, es té:

M = ¢lo] siinoméssi N = plhoo].

Solucié:

a. Ho fem per induccié sobre la féormula ¢ i utilitzarem que per tot terme ¢
es té que
h(tM[o]) = tN[h o o).

El cas en que ¢ és atomica només haurem de considerar la férmula ¢ =
rty...tn, ja que no hi ha igualtat. Llavors M = rt;...t,[0] si i només

si (per definicié) (tM[a],...,tM[o]) € ™ si i només si (per ser homo-
morfisme) (h(tM[a]),..., h(tM[o])) € rV si i només si (per la igualtat
h(tMo]) = tN[hoo] ) (tN]hoal,...,tN[hoo]) € rVN si i només si (per

definicié) N E 7ty ...t,lho o).

El cas en que la férmula és —p es fa aixi: M | —p[o] si i només si (per
definicié de la semantica) M F= p[o] si i només si (per hipotesi d’induccid)
N £ ¢[h o o] siinomés si (per definicié de la semantica) N = —p[h o o].
El cas en que la férmula és (¢ V @) es fa aixi: M = (¢ V ¢)[o] si i només
si (per definicié de la semantica) M = ¢[o] o M = ¢[o] si i només si
(per hipotesi d’'induccié) N | ¢lhoo] o N = ¢[ho o] siinomés si (per
definicié de la semantica) N = (¢ V ¢)[h o g].

Les demés connectives binaries es fan analogament (alternativament po-
dem considerar que en construir les férmules només hem usat les connec-
tives V 1 ).

b. Un altre cop ho fem per induccié sobre la férmula ¢. Com que no té
igualtat el cas atomic es redueix de nou a les féormules del tipus rt; ... t,,
que ja hem fet a l'apartat a). El cas en que la férmula és del tipus —¢ o
(¥ V @) és fa identicament a l'apartat a). Només queda fer el cas en que
la férmula comencga amb un quantificador, per exemple existencial: Jzy
(el cas universal es fa analogament).

M = Jzp[o] siinomés si (per definicié de la semantica) hi ha un a € Dy
tal que M = ¢[o¥] siinomés si (per hipotesi d’induccid) hi ha un a € Dy,
tal que N |= plh o (0F)] si i només si (perque ho (6%) = (hoo)f,) hi ha
un a € Dy tal que N |= @[(hoo)7,)] si i només si (h és exhaustiva) hi
ha un b € Dy tal que N |= ¢[(hoo)f)] siinomés si (per definicié de la

semantica) N | Jxplh o ol.

Problema 3. Considerem el vocabulari S = {r}, on 7 és un simbol de relaci6
binaria i 'estructura M := (Z, <), on < indica l'ordre usual dels enters.



1. Demostreu que a M hi ha només dos conjunts definibles amb una variable

lliure (subconjunts de M?1). (Indicacié: useu que els conjunts definibles
son invariants per automorfisme.)

. Suposem ara que D és un subconjunt definible de M? que conté un punt

de larecta y = x+n (amb n enter). Demostreu que llavors D conté tota la
recta y = x+n. (Indicacid: useu que els conjunts definibles son invariants
per automorfisme.)

3. Demostreu que totes les rectes de I’apartat anterior sén definibles.

Solucié:

321...

1. Primer observem que h,, : Z — Z definida per h,(x) = = +n és un

automorfisme (per a cada n enter): és una bijeccié que preserva l'ordre,
doncs a < bsii a +n < b+ n per a cada parella d’enters a,b. Obviament
el buit 1 Dy sén definibles, sempre ho son per les formules -z ~ rzix ~ x
respectivament. Anem a veure que no n’hi ha més. Si D és un subconjunt
de Dy definible (amb una variable lliure) no buit, sigui @ € D i b un
enter qualsevol. Com que hy_q(a) = b i D és invariant per automorfisme
(@€ Dsii ha € D si h és un automorfisme) resulta que b € D. Acabem
de veure que si D és no buit ha de ser tot Z.

. Suposem ara que D conté el punt (a,a + n) de la recta y = z + n i sigui

(b, b+n) un altre punt qualsevol d’aquesta recta. Com que hy_q(a,a+n) =
(b,b+mn) i D és invariant per automorfisme tenim que (b,b+n) € D i per
tant D conté tota la recta.

. Quan n = 0 la recta es defineix per la férmula z ~ y. Quan n > 0 hem

d’expressar que "entre x i y hi ha exactament n + 1 elements (incloent x i
y)”. Aix0 es fa dient que "hi ha n+1 individus 21, . . ., 2,41 diferents situats
entre x i y 1 qualsevol altre situat entre ells ha de ser un d’aquests” Aixo
es fa amb la férmula segiient:

n+1 n+1
3zn+1 /\ TTz; N2y N /\ Z &z N Vz (rwz Nrzy — \/ Z R zi>

i=1 1<i<j<n+1 i=1



