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Capitol 1

Informacié i Entropia

1.1 Repas de probabilitat

Un espai de probabilitat finit és un conjunt finit Q més una funcié P : 22 — [0, 1]
satisfent les propietats segiients:

1 P)=1
2 P(AUB)=P(A)+ P(B) si Ai B sén subconjunts de €2 disjunts.

Aqui 22 denota el conjunt de les parts (subconjunts) de . Els subconjunts de
Q reben el nom de successos. En general quan escrivim P(A) se suposara que
A és un succés.

En un espai de probabilitat (com que només treballarem amb finits no ho
repetirem més) se satisfan les propietats segiients:

e P(A®) =1- P(A).
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
o P(AjU---UA,) =P(A1)+ -+ P(A,) siels A; sén disjunts dos a dos.
SiQ={x1,...,2,}1p; = P(x;), els p; compliran

Pt +pn=1,p >0 (1.1.1)
isi A={=z;,...,x; }, la probabilitat de A ve donada per

P(A) =pi, + -+ pi.- (1.1.2)

Quan {p1,...,p,} satisfan (1.1.1) els anomenem distribucié de probabilitat.
De fet, donar un espai de probabilitat és equivalent a donar un conjunt i una
distribucié que tinguin el mateix nombre d’elements (més la manera en que es
corresponen). Se sobreentén que p; és la probabilitat del succés elemental z;.
Llavors la probabilitat d’un succés es calcula mitjangant (1.1.2).
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6 CAPITOL 1. INFORMACIO I ENTROPIA

Per exemple, si llancem dos daus diferents, Q = {1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6}
i si suposem que els daus no tenen defectes la probabilitat de que surti (¢, j) és
igual a %. Aquest és un exemple de distribucié uniforme: tots el p; valen igual
iper (1.1.1) tenim que p; = % Si volem calcular la probabilitat de que la suma
dels daus valgui 4, el succés és A = {(1,3),(2,2),(3,1)} i P(A) = & = 5.

Es habitual presentar els espais de probabilitat com a variables aleatories.
La manera més senzilla de fer-ho és la segiient: Es considera una funcié X, que
anomenarem variable aleatoria, i que pren tots els valors de Q (la seva imatge
o rang és Q). Si A és un subconjunt de €2, la probabilitat P(X € A) de que X
prengui valors en A és P(A), en particular P(X = z;) = p;.

probabilitat condicionada

Quan tenim dos successos A 1 B, P(A | B), la probabilitat de A condicionada
a B és la probabilitat de que surti A sabent que ha sortit B i es calcula per la
férmula

P(ANB)

PA|B) =55

Aqui se sobreentén que P(B) # 0.

Si tenim una particié By,..., By de €, es poden recuperar la probabilitat
de A i les probabilitats de B; condicionada a A a partir dels valors P(B;) i
P(A | B;) mitjangant les férmules segiient:

o P(A)=>,_, P(A| B;)P(B;) formula de les probabilitats totals

P(A| B;)P(B; .
e P(B;|A) = zj—1(P(|A )Bj()P()Bj) formula de Bayes

1.2 Informacié i Entropia

Els logaritmes, si no diem el contrari sén en base 2, i.e., log x indica el logaritme

en base 2 de . En termes del logaritme neperia In, logz = }’z—;

Definicié 1.2.1. La incertesa o quantitat d’informacié d’'un succés A és I(A) :
—logp(A).

Justifiquem una mica aquesta definicié. Observem que la funcié I(x) =
—log x té tres propietats basiques:

e ¢és decreixent
e I(0)=00iI(1)=0
o I(xy) =1I(x)+ I(y).

Justificar la ‘incertesa’ és relativament facil, un succés és més incert com menys
probable sigui. D’altra banda, un succés segur (de probabilitat 1) té incertesa
0 i un succés impossible (de probabilitat 0) té incertesa infinita. Podriem, pero,
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haver pres en la definicié d’incertesa qualsevol funcié amb les dues primeres
propietats anteriors. Justificar la ‘informacié’ és un pel més delicat. D’entrada
podem argumentar que saber que ha ocorregut un succés molt probable, no ens
esta donant gaire informacié. Per exemple, en un pais com el nostre on el bon
temps és freqiient, que dema fara sol no és noticia. Si que ho és, en canvi, el
fet de que nevi, un succés poc probable. La tercera propietat ens diu que si dos
successos A, B sén independents llavors I(ANB) = I(A) + I(B). Aix0 ens diu
que la quantitat d’informacié que tenim al saber que han succeit A i B és la
suma de les informacions de cada un d’ells.

Per exemple si 'experiment consisteix en tirar dos daus diferents, la incer-
tesa del succés (4,2) és 1(4,2) = —log(g5) = log36 i la informacié del succés
"la suma dels daus és 4’ val — log 1—12 = log 12. Aquesta incertesa esta mesurada
en bits. Si uséssim altres logaritmes estariem canviant les unitats d’informacié
(multipliquem per una constant). L’unitat d’informacié usant logaritmes nepe-
rians és el nat i usant logaritmes decimals és el décit o Hartley. Per exemple
1 nat sén loge = 1.4427 bits i un deécit sén log 10 = 3.322 bits. Per tenir una
idea de la mesura del bit observen que en ’experiment corresponent a tirar una
moneda, la informacié del succés cara és — log% =1.

L’entropia d’una variable aleatoria és la mitjana de les incerteses dels valors
que pren:

Definicié 1.2.2. Si la variable aleatoria X pren els valors 1, ..., z, amb pro-
babilitats P(X = x;) = p;, 'entropia de X, que denotarem per H(X) es defineix

n

H(X):= —ZP(X = ;) log P(X = ;) = —Zpi log p;.

i=1

L’entropia només depen de la distribucié de probabilitat p1, ..., p, i posarem
H(pi,...,pn) = — > iy pilog pi.

Per exemple, I'entropia de 1’experiment X corresponent a tirar dos daus és
H(X) = 36(—a5 log(55)) = log 36.

Si una variable aleatoria que pren n valors té distribucié uniforme (tots els

successos x; s6n equiprobables) llavors p; = % i

A vegades ens convindra mesurar ’entropia en altres unitat a part del bit. Quan
prenem logaritmes en base ¢ escriurem

n
Hy(X) = Hy(p1,...,pn) = — >_pilog,(ps).
=1

La base g del logaritme ha de més gran que 1. Recordem que log, x = In x/Ing =
log 2/ log q. Aix{ quan canviem de base en el logaritme, multipliquem (o dividim)
per un nombre positiu.
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1.3 El lema de Gibbs

El segiient resultat, conegut com a lema de Gibbs el farem servir per demostrar
propietats de 'entropia. Recordem aqui un parell de propietat del logaritme
neperia que sén forga clares si feu la grafica de la funcié In x:

e Inx < x — 1 per qualsevol z > 0
e lnzr=z—1siiz=1.

Lema 1.3.1 (Lema de Gibbs). Sipi,...,p, és una distribucid de probabilitat
i1 q1,...,q, satisfan
Gt -+a <1, g 20,

llavors
n n
= pilog,pi < =Y pilog, g
i=1 i=1

A més val la igualtat sii p; = q; per tots els i.

Demostracié. Podem suposar que tots els p; > 0, sind eliminem els nuls de la
suma. També podem suposar el mateix per tots els g;, altrament la suma de la
dreta és oo.

Hem de veure que — Y . | p; log, pi + Yo pi log, gi < 0, i que val zero sii
els p; sén iguals als g;.

Podem reemplagar log, pel logaritme neperia, ja que ambdés costats de la
desigualtat només quedaran multiplicats per una constant positiva.

Ara bé,
1
—Y pilnp;+> pilngi =Y piln=— <
i=1 i—1 =1 Di
n

n n
Gi
S (% 1) =3 -p =Y a 120
i=1 pi i=1 i=1
per les propietats del logaritme abans esmentades. A més hi ha igualtat sii
In % = % — 1 per cada 1, i aixd només passa quan coincideixen p; i g;. O

FEl maxim de U'entropia s’assoleix amb la distribucié de probabilitat uniforme:

Proposicié 1.3.2. Si X és una variable aleatoria que pren m wvalors, llavors
H(X) <logn i hi ha igualtat sis X segueix la distribucid uniforme.

Demostracié. Apliquem el lema de Gibbs amb ¢; = ... = ¢, = 1/n i tenim

H(X) < =" pilogt =logn> "  p; = logn i hi ha igualtat sii tots els
1

pi = - O

De fet es pot veure que al apropar-se a la distribucié uniforme, ’entropia
augmenta.



Capitol 2

Codis: desigualtat de Kraft

2.1 Codis

Un alfabet és un conjunt finit de simbols que també anomenarem lletres. Per
exemple l'alfabet llat{ és {a,b,...,y, z} i alfabet binari és {0,1}. Les paraules
d’un alfabet A sén seqiiencies de lletres de A. Al conjunt de paraules de A
el denotarem per A*, incloent la paraula buida. Si C' C A*, C* denotara el
conjunt de paraula de A* que s’obtenen concatenant paraules de C'. Observem
que C* C A*.

Es general, quan codifiquem (i descodifiquem), el que fem es reemplagar
certes seqiiencies de simbols per altres. Més concretament la situacié és la
segiient: tenim dos alfabets A i B i reemplacem paraules de B per paraules de
A, és a dir tenim una funcié f : B* — A*, que en principi no té perquée estar
defined sobre tot B*. A més, per tal de poder descodificar demanarem que
f sigui injectiva. Normalment la f ve donada per el que s’anomena esquema
de codificacio. El cas més senzill consisteix a reemplacar les lletres de B per
paraules prefixades de A. Per reemplacar paraules de B el que fem és concatenar.
Molt sovint aixo es fa per blocs de lletres enlloc de lletres.

Per exemple, si B = {a,b,c,d} i A = {0,1} i considerem l’esquema de
codificacid

a — 0

b — 01

¢ = 10 (2.1.1)
d — 11,

lavors f(abed) = 0011011 = f(aadad) i f no és injectiva. El problema és que la
paraula 0011011 la podem descomposar de dues maneres diferents com a con-
catenaci6 de paraules de {0,01,10,11}: 0011011 =0/01/10/11 =0/0/11/0/11.

Si B = {b1,...,by} 1 lesquema és b; — ¢; € A* f serd injectiva quan
tota paraula de {ci,...,c,}" s’escriu de manera tinica com a concatenacié de
paraules de {c1,...,c,}. Aix0 és el que anomenarem codi.

Definicié 2.1.1. Un codi C de l'alfabet A és un subconjunt de A* amb la

9



10 CAPITOL 2. CODIS: DESIGUALTAT DE KRAFT

propietat segiient: sici/--- /¢, =dyi/- -+ /ds amb tots els ¢;, d; € C llavors r = s
icg=d;peri=1,....r

Un exemple important de codi és quan totes les paraules de C tenen la
mateixa longitud. Aquests codis s’anomenen codis de bloc i es fan servir per
detectar i corregir errors. La descodificacié es fa trencant la paraula en blocs
de la mateixa longitud (la de les paraules de codi) i mirant quina lletra els hi
correspon (si n’hi ha). Si en exemple anterior canviem 1’esquema per

a +— 00
b — 01
c 10 (2.1.2)
d — 11

la paraula 01000010101100 es descomposa en 01/00/00/10/10/11/00 i per tant
prové de baaccdc.

2.1.1 Codis prefixos

Un altre cas important de codis sén els anomenats prefixos o instantanis. Una
paraula v de A és un prefix de w quan hi ha z € A* amb w = v/x.

Definicié 2.1.2. Un subconjunt finit C de A* es diu prefiz si no hi ha dues
paraules a C que siguin prefixa I'una de 'altre.

Proposicié 2.1.3. Els conjunts prefixos son codis.

Demostracié. Sici/ - /e, =dy/ -+ /ds llavors ¢; és prefix de d; o a linrevés,
i per tant han de ser iguals. Esborrant-les tenim co/... /¢, = do/.../ds 1 un
altre cop ¢ = da, Si ho repetim arribem a que r = s i cada ¢; és igual a d;. O

Aquests codis es diuen instantanis perque per descodificar anem llegint els
primers simbols (d’esquerra a dreta) fins que ens trobem una paraula del codi,
que la descodifiquem per la lletra corresponent i tornem a comengar. Si ens
estan enviant un missatge llarg, aix0o permet anar descodificant sobre la marxa
i no tenir que esperar a rebre tot el missatge per descodificar. Per exemple,
I’esquema de codificacio

a +— 0

b — 10

c — 110 (2.1.3)
d — 1110

és prefix, i si hem rebut la paraula 0110010011100, aquesta es descomposa com

0/110/0/10/0/1110/0 i per tant prové de la paraula acabada. Si observem

aquest codi veiem que no tota paraula es pot descomposar com a concatenacié

de paraules del codi. Per exemple la paraula 1111 no es pot descomposar.
També hi ha codis no prefixos:

Ezemple 2.1.4. {0,01} i {0,010,0110,01110,011110} s6én codis no prefixos.
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2.2 La desigualtat de Kraft

Un alfabet g-ari és un alfabet de ¢ lletres. Un codi g-ari és un codi sobre un
alfabet g-ari.

Quan volem comprimir el que farem és usar un codi amb les paraules ‘al més
curt possibles’ en un cert sentit que precisarem més endavant. Obviament un
codi no pot tenir moltes paraules i que totes siguin curtes. Per exemple, en un
alfabet binari hi ha com a molt dues paraules de longitud 1, 4 de longitud 2,
8 de longitud 3,...En aquest sentit, la segiient pregunta és important: donats
ly,..., 0y, hiha algun codi que tingui les paraules precisament d’aquestes longi-
tuds? La desigualtat (2.2.1) que s’anomena desigualtat de Kraft juga un paper
essencial al respecte, i la resposta a la pregunta és la segiient: si i només si es
satisfa la desigualtat de Kraft. Aix0 és el que es demostra a les proposicions
2.2.212.2.3.

2.2.1 El Teorema de Kraft

Lema 2.2.1. SiC ={c1,...,cn} és un codi g-ari prefiz on by < -+ < £, son
les longituds de las paraules de C i

n

Zqiéi <1

i=1
llavors hi ha una paraula ¢ de longitud ¢, tal que {c1,...,cn,c} €s codi prefic.
Demostracié. Tot el que hem de fer es veure que podem trobar una paraula de
longitud ¢,, que no té com a prefix cap de les paraules de C i afegir-1’hi.

Cada paraula c¢; és prefix de ¢‘»~% paraules de longitud £, i una paraula

no pot tenir com a prefix dues paraules de C diferents. Per tant, el nombre de
paraules de longitud ¢,, que no sén prefix de cap paraula de C és:

P qun—ei — gl (1 _ iq_[l) 0.
i=1

i=1
O

Proposicié 2.2.2 (Teorema de Kraft). Sitenim (1,...,4¢, satisfent la desi-
gqualtat segiient

dgh<i (2.2.1)
=1

llavors hi ha un codi q-ari prefix format per paraules de longituds ¢4, ..., 4,.

Demostracié. Suposem que #1 < fy < --- < £, ifem la demostracié per induccid
sobre n.

Per n = 1 prenem qualsevol paraula de longitud I[;. Si n > 1 com que
Z::ll g % < Y ¢7% <1, per hipotesi d’induccié hi ha un codi prefix C =
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{c1,...,¢n—1} amb longituds ¢1,...,£,_1. Per 2.2.1 el podem ampliar amb una
paraula de longitud ¢,,_1. Com que ¢, > ¢,_1 aquesta nova paraula la podem
allargar a una de longitud 4,,. O

La demostracié de 2.2.2 ens proporciona un algorisme per construir el codi.
Primer ordenem les longituds ¢; < ¢ < --- < {, i prenem una paraula de
longitud ¢; qualsevol. A continuacié anem afegint successivament paraules de
longituds /s, ...,¢,. La unica restriccié és que en cada pas hem d’afegir una
paraula que no tingui com a prefix cap de les anteriors.

Veiem-ho en un exemple. A ’alfabet binari {0, 1} hi ha un codi de longituds
1,2,3,4,4, jaque 1/2+1/44+1/8+1/164+1/16 = 1. Comencem per la paraula
0, per exemple. Aixi totes les altres hauran de comengar per 1. A continuacié
afegim 10, per exemple. Les paraules segiients hauran de comencgar per 11.
Ara afegim 110. Les que queden hauran de comencar per 111 forgosament.
Finalment no tenim altra tria que prendre 1110 i 1111 i ja tenim el codi: C =
{0,10,110,1110,1111}. El fet que a I'iltim pas no hi hagi tria possible (hem
pres 1111, la unica paraula de longitud 4 que no és prefix de cap de les anteriors)
ens diu que no es poden afegir paraules al codi, i aix0 passa perque en realitat
tenim una igualtat a (2.2.1). Aix0 passara sempre per la proposicié 2.2.3.

2.2.2 El Teorema de McMillan

Proposicié 2.2.3 (Teorema de McMillan). SiC = {c1,...,¢c,} €s un codi
q-ari i ly, ..., L, son les longituds de las paraules de C llavors:

n
Zq—& <1
i=1

Demostracié. Si notem per [ el maxim dels ¢;,

n k n n kil a
i=1

i1=1 ip=1 r=1

on a, és el nombre de vegades que podem obtenir » com a suma £;, + -+ + ;.
variant (iq,...,9) € {1,...,n}k. Com que C és un codi, resulta que a, és
igual al nombre de paraules de longitud r de 'alfabet que es poden obtenir
concatenant k paraules de C. Aix{ resulta que a, és menor o igual al nombre de
paraules de longitud r de l'alfabet, i.e., a, < ¢". Aixi

Traient arrels
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i prenent limit per k — oo arribem a

n
dgt<t
=1

O

Corollari 2.2.4. Donat un codi qualsevol sempre hi ha un altre codi sobre el
mateix alfabet amb paraules de les mateixes longituds i a més prefiz.

Demostracio. Per 2.2.2 1 2.2.3. Observem que 2.2.3 s’aplica a un codi qualsevol
ia 2.2.2 es construeix un codi prefix. O

Com que a I’hora de comprimir el que realment importa d’un codi soén les
longituds de les paraules, a la practica només treballarem amb codis prefixos.

El fet que en la desigualtat de Kraft hi hagi igualtat té molt a veure amb
el fet que cada paraula de A* es pugui descomposar com a concatenacié de
paraules de C. De fet no podem esperar aix0 exactament (per exemple, en el
codi (2.1.2) les paraules de longitud senar no pertanyen a C*) siné que tota
paraula de A* sigui prefix d'una de C*. A l'exemple (2.1.2) si afegim un bit a
una paraula de longitud senar obtenim una paraula de C*. Observem que per
aquest codi se satisfa la igualtat: 2724272 +2724+272 = 1. En canvi, en el
codi (2.1.3) tenim 271 +2724+273 4274 = 15/16 i la paraula 1111 no és prefix
de cap paraula de C*.

Proposicio 2.2.5. SiC és un codi prefix, son equivalents:
1. C satisfa la igualtat de Kraft
2. C no es pot estendre
3. tota paraula de A* és prefiz d’una paraula de C*.

Demostracid. (1)—(2) és clar perque si tenim igualtat en Kraft i afegim una
paraula, llavors el sumatori és més gran que 1.

(2)—(3). Ho fem per reduccié a ’absurd. Suposem que hi ha alguna paraula
de A* que no és prefix de cap paraula de C*. Sigui x una tal paraula de longitud
minima. Com que z no és prefix de cap paraula de C i C U {z} no és prefix,
llavors alguna paraula de C, posem ¢, és prefix de z, i.e. z = ¢/y. Com que y
és de longitud més curta que x, y ha de ser prefix d'una paraula w de C*, i.e.
w =y/z. Llavors x/z = ¢/y/z = ¢/w € C*, contradiccid.

(3)—(1). Si tinguéssim desigualtat estricta en Kraft, per 2.2.1 podem am-
pliar el codi afegint-1i una paraula c¢. Llavors ¢ no és prefix de C*. O
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Capitol 3

Compressio estadistica:
Huffman

3.1 Fonts sense memoria

Una font sense memoria és una distribucié de probabilitat sobre un alfabet. Es
pot pensar també com una variable aleatoria que pren valors en un alfabet. La
idea és pensar que tenim un mecanisme que va emetent les lletres de manera
aleatoria e independentment segons la seva probabilitat. Suposarem que a la dis-
tribucié totes les probabilitat sén > 0, altrament suprimim de la font les lletres
amb probabilitat nulla, ja que no seran mai emeses per la font. Quan engeguem
aquest mecanisme ens produeix paraules aleatdriament. Si B = {by,...,b,} és
lalfabet i pq,...,p, és la distribucié de probabilitats, la probabilitat que la font
emeti la paraula b;, /- /b;, és pi, - pi,..

Aquestes paraules les haurem de codificar mitjancant un esquema de codifi-
cacié en un alfabet A (normalment el binari) i enviar-les o emmagatzemar-les.
L’objectiu de la compressié és que les paraules un cop codificades siguin al més
curtes possible. La idea sera codificar lletres amb probabilitat alta mitjangant
paraules curtes i a l'inrevés, tot aixo amb una mica de gracia. Si I'esquema de
codificacié és b; — ¢; € A* el codi resultant és C = {c1,...,¢,} i la longitud
mitja d’una lletra codificada és

[e) = ZT%‘“Q‘)'

A £(C) T'hi direm longitud mitja del codi. Aixd és una mica imprecis, doncs la
longitud mitja no depén només del codi siné de I'esquema de codificacié. De
fet, en tota aquesta seccié parlarem de codis quan en realitat hauriem de dir
esquemes de codificacio.

15
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3.2 Codis de Huffman

Quan comprimim voldrem doncs que la longitud mitja del codi sigui la minima
possible. Per 2.2.4 ens podem restringir a codis prefixos.

Definicié 3.2.1. Un codi de Huffman d’una font en un alfabet A és un codi
prefix de A que fa minima la longitud mitja.

A continuacié veurem que hi ha codis de Huffman, i el que és més important,
donarem un algorisme per calcular-los.

Lema 3.2.2. Per a qualsevol font S i alfabet A, hi ha codis de Huffman.

Demostracio. Sigui L la longitud mitja d’un codi qualsevol. N’hi ha prou amb
veure que hi ha un nombre finit de codis amb longitud mitja menor o igual que
L. Si¢(C) =1, pil(c;) < L Navors p;{(c;) < L i per tant £(¢c;) < L/p;. Com
que la longitud de cada paraula del codi esta fitada, només n’hi pot haver un
nombre finit. O

Lema 3.2.3. Si{c1,...,cn} és un codi de Huffman d’una font amb probabilitats
D1,y Dn 0 D; > p; Uavors £(c;) < U(c;).

Demostracid. Considerem el codi C’ obtingut a partir de C intercanviant les
paraules ¢; i ¢;. Com que C és Huffman 0 < ¢(C’) — £(C) = pil(c;) + pjl(ci) —
pil(ci) = pjt(c;) = (pj —pi)(€(ci) = £(c;)). De pj —pi > 0 deduim £(c;) — £(c;) =
0. O
Lema 3.2.4. Si C és un codi de Huffman i ¢ € C és una paraula de longitud
mazxima llavors hi ha una altra paraula d € C de longitud mazima que només

difereix de ¢ en la ultima lletra.

Demostracié. Notem per ¢~ la paraula que s’obté esborrant la tltima lletra de
¢, i considerem C’ obtingut a partir de C reemplacant ¢ per ¢~ i deixant la resta
igual. Com que ¢(C’) = 4(C) — p,, < £(C), C' no pot ser prefix i per tant alguna
paraula de C’ és prefix d’una altre. Com que C és prefix la tnica possibilitat és
que ¢~ sigui prefix d’alguna altra paraula d de C’ (i per tant de C). Tampoc pot
ser ¢~ = d doncs llavors d seria prefix de ¢. Aix{ £(d) > ¢(¢™) + 1 = ¥£(¢). Com
que ¢ era de longitud maxima, ¢(d) < ¢(c) i per tant i ¢ i d s6n de la mateixa

longitud i només difereixen en la ultima lletra. O

El teorema segiient ens proporciona un algorisme recursiu per construir codis
de Huffman en el cas binari.

Teorema 3.2.5. Suposem que tenim una font S amb distribucid de probabilitat
DlyeeesPn EP1 = o0 > Dpe1 = Pn. Si{ecr,...,cn_1} és un codi de Huffman
binari d’una font amb probabilitats p1, ..., Pn—2,Pn—1 + Pn llavors

{Ch <oy Cn—2, Cnfl/oa Cnfl/l}

és un codi de Huffman binari de S.
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Demostracié. Es facil veure que C = {c1,.. . Cn-2,6n-1/0,cpn_1/1} és prefix
perque C' = {ec1,...,¢n—1} ho és. Observem també que
{C) = U(C") + pn1 + Dn- (3.2.1)

Per 3.2.2 prenem C; un codi de Huffman binari per S. Per 3.2.3 i 3.2.4,
Cy és de la forma {dy,...,dp_2,dn—1/0,dyn—1/1}, on dy,_1/0 1 dp,—1/1 sén les
paraules de longitud maxima que corresponen a p,_1 i p,. Ara veiem que
Ci ={dy,...,dn_2,dn_1} és un codi prefix. Com que C; és prefix tot el que
hem de verificar és que d,,_1 no és prefix de cap d; amb i < n — 1. Aixo no pot
ser perque si d,,_1 = d; llavors d; seria prefix de d,—1/0 1 si d,—1 és un prefix de
d; de menor longitud, llavors d; hauria de ser o bé d,,_1/0 o bé d,,_1/1, perque
aquestes sén de longitud maxima. També

€(C1) = €(C1) + pp—1 + Pn- (3.2.2)

Per veure que C és de Huffman ho fem per reduccié a 'absurd. Si C no fos de
Huffman, £(C;) < £(C) i per (3.2.1) i (3.2.2) obtindriem £4(C}) < ¢(C’), absurd
perque C’ és de Huffman. 0

L’algorisme es fa en dues etapes. A la primera anem reduint la mida de la
font sumant les dues probabilitats més baixes fins que arribem a una font de
2 lletres. Un codi de Huffman per una font de dues lletres és {0,1} i anem
construint els successius codis de Huffman segons el teorema anterior fins que
arribem a la font original. Veiem-ne un exemple.

Considerem l'alfabet {a,b,c,d, e} amb probabilitats {0.4,0.3,0.1,0.1,0.1}.
A la primera etapa anem construint les noves distribucions de probabilitat. Les
escrivim en collumna i posem en negreta la suma dels valors de la columna
anterior. A la segona etapa construim el codi comencant per la dreta:

a|04]04]04]0.6 a |l 1 1 0
b|03]03|03] 04 b | 00 00 00 |1
c|01]0.2]|0.3 c | 011 010 | 01
d|01]01 d | 0100 | 011

e |01 e | 0101

Si el codi no és binari, es fa de manera analoga amb una petita variacié. En
el cas binari com que en cada pas sumem dues probabilitats la font s’ens redueix
en 1 caracter. D’aquesta manera sempre podem acabar amb una font de dos
caracters. Si’alfabet amb el volem codificar té g lletres, en cada pas sumarem ¢
probabilitats i per tant en reduim g—1. Pot ser que d’aquesta manera no arribem
a ¢ caracters exactament a I'altim pas. A I'exemple anterior, si volem codificar
amb lalfabet {0, 1,2} la mida de les fonts va sent 6,4, 2 en cada pas. El que es
fa és ajuntar-ne 2 en lloc de tres al comencar, i a continuacié ajuntem de tres
en tres fins arribar a 3. La mida de les fonts sera 6, 5,3. Si la font té n caracters
i volem codificar amb un alfabet de ¢ lletres, per ‘quadrar’ necessitariem que
n = ¢ (mod ¢ — 1). Sien el primer pas sumem r probabilitat, amb 0 < r < g,
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per que a liltim pas en quedin ¢ exactament, caldrd que n — (r — 1) = ¢ (
mod ¢g—1),ésadir,r=n—(¢—1)=n (mod ¢ —1).
Resumint, en el primer pas hem de sumar r probabilitats, on r és I'inic enter
que satisfa:
0<r<gqg r=n(modq—1).
3.2.1 Longitud mitja i entropia

La proposicié segiient ens diu, entre altres, que ’entropia és una cota inferior de
la longitud mitja. El primer Teorema de Shannon ens dira que podem codificar
una font de manera que la longitud mitja s’apropi a I’entropia tant com vulguem.

Quan codifiquem en un alfabet g-ari (amb ¢ lletres) hem de prendre, loga-
ritmes en base ¢ al calcular I'entropia. Farem servir la notacié segiient:

Hy(p1,..-,pn) = _Zpi log, p;.

Si S és una font amb distribucié pi1,...,pn, He(S) = Hy(p1,. .-, Pn)-
Proposicié 3.2.6. SiC és un codi q-ari de Huffman de la font S llavors:
H,(S) < {(C) < Hy(H) + 1. (3.2.3)

Demostracié. Si pi,...,pn és la distribucié de la font i £q,..., £, sén les longi-
tuds de les paraules de C llavors, per 2.2.3, es satisfa la desigualtat de Kraft:
S, ¢ % < 1. Aplicant el lema de Gibbs 1.3.1

= “pilog,pi <= pilog, g7 = pit; = I(C)
=1 1=1 1=1

Si prenem r; := [—log,(p;)] Havors —log,(p;) < ri < —log,(p;) + 1. Aixi

q " < p; ipertant > i ¢l <Y p; = 1. Prenem, per 2.2.2, un codi C’
amb longituds 71, ...,7,. Com que C és de Huffman

) me < sz log, (pi) + 1) ) + sz = +1.

O

La demostracié d’aquesta proposicié ens proporciona un altre metode per a
construir un codi satisfent (3.2.3): apliquem ’algorisme de la proposici6 2.2.2 a
les longituds segiients:

[—log,(p1)], ..., [—log,(pn)],

que satisfaran la desigualtat de Kraft. Per exemple, si la distribucié és

S:={3,.2,.1,.1,.05,.05,.05, .05, .05, .025, .025}
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les longituds que surten sén {2,3,4,4,5,5,5,5,5,6,6} i si calculem la longitud
mitja d’aquest codi és 3.550. Si calculem 'entropia d’aquesta distribucié déna
H(S) = 2.996439345. Si calculem un codi de Huffman per a aquesta distribu-
ci6é obtenim 10,110, 000,001,0100,0101,0110,0111,1110,11110,11111 i la seva
longitud mitja és 3.050.

3.3 El primer Teorema de Shannon

3.3.1 Extensions d’una font

L’estrategia per tal d’apropar la longitud mitja del codi a I’entropia consisteix
en considerar blocs de k lletres de l'alfabet de la font i codificar aquests bloc
amb un codi de Huffman. Si B = {by,...,b,} és alfabet i py,...,p, és la dis-
tribuci6 de probabilitats, la probabilitat que la font emeti la paraula b;, /- -+ /b;.
és p;, - - - pi,.. S’anomena extensié k-essima de la font S a la font S* a la font que
té per alfabet B* (les paraules de longitud k de B) i per distribuci6 I’esmentada
anteriorment.

Lema 3.3.1.
H,(S*) = kH,(S).

Demostracio.

Hy(S*) =~ > pi, i log,(piy - pi,) =
P1yeensige

— > piy--pi(logy(pi,) + -+ +1og,(pi,) =

—k D> pipiloggpi) =k Y pi e pi < > pa 10gq(Pm)> =

ip=1

KHo(S) Y. piy iy = kHy(S).

3.3.2 El primer teorema de Shannon

El primer teorema de Shannon, conegut com a teorema de codificacié sense
soroll (o de codificacié de font) diu que codificant adequadament la font podem
apropar el nombre de bits per simbol a I’entropia tant com vulguem. L’estrategia
consisteix a codificar blocs de lletres suficientment llargs.



20 CAPITOL 3. COMPRESSIO ESTADISTICA: HUFFMAN

Teorema 3.3.2 (Primer Teorema de Shannon). Si Cj, és un codi de Huff-
man per a l’extensio k-essima d’una font S, llavors:

kr— o0 k

Demostracio. Per 3.2.61 3.3.1
kH,(S) = H,(S*) < €(Cy) < Hy(S*) +1=kH,(S) +1,

i dividint per k

Veiem-ne un exemple.

Ezemple 3.3.3. Si la font S emet {a,b} amb probabilitats {.9,.1} respectiva-
ment, H(S) = 0.4689955936. Codificant S directament obtindrem una longi-
tud mitja de 1 bit per simbol. Un codi de Huffman per S? = aa, ab, ba, bb és
{0,110,11,111}. Com que la seva longitud mitja és de 1.29 bits per simbol (de
52) necessitem 1'—229 = 0.645 bits per sfmbol de S. Si treballem amb S2, un codi
de Huffman seria {0,100,111,10100,10110,10111, 1010, 10101} que té longitud
mitja 1.598 i per tant necessitariem % = 0.5326666667 bits per simbol de S.
El nombre de bits per simbol de les diferents extensions de S queda reflectit a

la taula segiient:
S* ST s S3 S4 S5 S
bits/simbol de S* 11 ]1.290 | 1.598 | 1.970 | 2.401 | 2.821
bits/simbol de S | 1 | .6450 | .5327 | .4926 | .4802 | .4702

S7 SS SQ SlO Sll 512 513 514 515
3.320 | 3.806 | 4.275 | 4.767 | 5.206 | 5.640 | 6.128 | 6.607 | 7.084
AT43 | 4758 | 4750 | 4767 | 4733 | 4700 | 4714 | 4719 | .4723




Capitol 4

Metodes de diccionari:
LZ77 1 LZ78

En general els metodes estadistics (incloent Huffman amb memoria i compressié
aritmetica) assoleixen bones taxes de compressié, pero a costa de ser mes costo-
sos en recursos (temps i memoria). Generalment requereixen un estudi estadistic
previ a la compressié. Els metodes de diccionari, encara que aconsegueixen ta-
xes de compressio en general no tan bones solen ser menys costosos en recursos.
Probablement és aixo el que els ha fet tant populars. No requereixen estudi
previ i sén mecanismes de compressié ‘on the fly’. La idea es anar generant
sobre la marxa un diccionari on anar emmagatzemant repeticions de paraules i
reemplacar una paraula per un 'pointer’ al diccionari. Hi ha una bona colla de
variants, pero es poden reunir en dues families basiques: els denominats LZ77 i
LZ78. De cada familia hi ha una bona colla d’implementacions. Per exemple,
els compressors LHarc, PKzip, GNUzip, Info-ZIP i el format PNG (successor
del GIF) usen algorismes que pertanyen a la familia LZ77.

4.1 LZ77

En quest métode, conegut també com a ‘finestra corredora’ hi ha dues finestres,
d’amplada fixa que van corrent sobre el text. A la finestra de la dreta es busca
el string més llarg que també estigui a la finestra de l'esquerra. La finestra
de lesquerra és més llarga que la de la dreta. Si el string és prou llarg (dos
caracters normalment, a vegades tres) es reemplaca per el parell (d,l), on d
indica el nombre de llocs que ens hem de desplagar a ’esquerra per trobar e
string i [ indica la llargada del string. La finestra esta inicialment situada a
Porigen i es va desplagant una o I ( si hi ha reemplagament) posiciOns a la dret
en cada pas.
Per exemple, si estem intentant comprimir

El tinter tenia tanta tinta que la tonta es va tacar

21
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I’algorisme ens anira produint:
El tinter(7,2)enia(6,2)a(13,2)(6,3)(19,3)(6,2)que 1(13,3)0(13,4)es v(31,4)car

De fet no és exactament aixo el resultat de la compressié. Normalment es
treballa amb blocs de 8 bits (1 byte), és a dir un alfabet de 256 caracters.
Per tal de distingir entre un parell i un caracter s’afegeix un bit. Si fixem els
valors de les finestres en 2° i 22 respectivament (el valor optim per a I’exemple
anterior) i representem els parell (d, ) escrivint d—1 i a continuacié [—1 en binari
necessitarem 1+ 5+ 2 bits per a cada parell i 1+ 8 bits per a cada literal. Aixi,
els parells comprimeixen mentre que els literals fan el contrari. El que s’espera
és que hi hagi suficients repeticions i el resultat sigui de compressié. A I’exemple
anterior, la versié comprimida ocupa el 73.6% de la versié no comprimida. Si
treballem amb valors alts per als parametres de les finestres obtindrem més
parells, pero també necessitarem més bits per emmagatzemar-los. Cal trobar
un compromis, i els valors tipics per a la finestra de I’esquerra estan entre 2'2 i
215 i entre 24 1 2° per a la finestra de la dreta.
Les caracteristiques essencials del LZ77 son:

e Factor de compressié relativament elevat ,al menys si es compara amb
altre metodes de diccionari.

e Compressié relativament lenta a menys que s’implementin metodes per
accelerar la cerca de ‘matching’.

e Descompressié molt rapida.

A la practica es fan modificacions destinades o bé a augmentar la veloci-
tat de compressié (a costa de disminuir-ne el factor de compressié) o petites
modificacions que augmenten el factor de compressio.

Citem-ne algunes d’elles:

e Us de funcions o cadenes de hash per tal d’accelerar la cerca durant la
compressio.

e A vegades la cerca del ‘matching’ més llarg no fa assolir la millor com-
pressié. Com que la cerca de la millor combinacié entre parells ordenats i
literals és intractable el que es fa és implementar una ‘lazy evaluation’.

e Com que les longituds més curtes en els parells sén més frequents, es pot
millorar la compressié en un segon estadi utilitzant codis de Huffman per
les longituds. Aix0 també es pot fer tant per al desplacament com per els
caracter.

A continuacié descriurem breument el GNU zip o ¢zip una implementacié
concreta del LZ77.
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4.1.1 GNU zip

El gzip reserva 15 i 8 bits per al desplagament i llargada respectivament. Aixo
vol dir que un parell necessita 1 4+ 15 + 8 = 24 bits i un caracter 1 4+ 8 = 9 bits,
aixi que la cerca del ‘matching’ només surt rentable a partir de 3 caracters. La
llargada maxima serd de 2% +2 = 258 caracters. Manté una cadena de hash per
a la cerca de 'matching’ llargs. Fa servir ‘Lazy evaluation’: després de buscar
el ‘matching’ més llarg corresponent a una posicié busca si hi ha un ‘matching’
més llarg per a la posicié segiient. Si el troba envia el caracter corresponent
com a literal i continua.

A més dona 10 opcions (durant la compressid) que afecten la cerca a través
de la cadena de hash i la ‘lazy evaluation’. De fet cada una d’aquestes opcions
determina un valor dels segiients parametres:

good_length Si el ‘match’ actual té llargada superior llavors la profunditat
maxima per la cerca es redueix (divideix maz_chain per 2)

maz_lazy No executa ‘lazy evaluation’ més enlla d’aquesta longitud
nice_lenght Acaba la cerca més enlla d’aquesta llargada

max_chain Limit de la profunditat de la cadena de cerca hash

4.2 LZ78

LZ78, a diferencia del LZ77 mante un diccionari més estructurat i que va creixent
gradualment al llarg de la compressié. Aixo fa la compressié més agil pero a
costa de disminuir la velocitat de descompressié. A la practica el diccionari té
un limit de mida i presenta un problema quan 1’assolim.

Comenga amb el diccionari buit i a cada pas busca en el lookahead la frase
més llarg que hi ha en el diccionari i retorna el parell (n,c), on n és el ‘pointer’
per aquesta frase i ¢ és el caracter que va a continuacié. Al diccionari també shi
afegeix la frase representada per n seguida de c. De fet el diccionari té forma
de arbre.

Al codificar

El tinter tenia tanta tinta que la tonta es va tacar
produim

El tin(47e)r(3,t)(67i)a(9,a)(6,t)(12(,1)1(4,)i)(147a)(2,q)u(7, )1(10,t)0(10, )(2,5)
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Capitol 5

Codis de Bloc

Recordem que un codi de bloc és C un codi de longitud fixa. Si n és la longitud
i A lalfabet llavors C C A™. Aqui estudiarem els codis de bloc des del punt de
vista de la correcci6 i deteccié d’errors.

5.1 Distancia

En general quan es codifica un missatge m es reemplaca per paraules de C i
s’envia a traves d’un canal. El que es desitja és poder detectar i corregir el
maxim nombre d’errors que es puguin produir durant la transmissié. Per aixo
és fonamentals que les paraules de C estiguin prou ‘allunyades’ les unes de les
altres. Comencarem introduint el concepte de distancia entre paraules. Una
paraula x de longitud n l'escriurem indistintament com x = z1---x, o bé
X =(T1,...,Tn).

Definicié 5.1.1. Si x,y € A" la distancia entre x i y és el nombre de posicions
en les que son diferents:

dix,y)={1<i<n|z #y}l

Per exemple d(11001101, 10101010) = 7 i d(ric,ruc) = 1. La distancia satisfa
les propietats d’'una metrica:

Proposicié 5.1.2. 1. d(x,y)=0siix=y.
2. dx,y) = dy,x).
3. d(x,z) < d(x,y)+d(y,z)

Demostracid. (1) i (2) s6n evidents. Per demostrar (3) només cal observar que
si x; # z; llavors o bé x; # y; 0 bé y; # z;. O

En general un codi tindra més capacitat detectora i correctora com més
lluny estiguin les paraules les unes de les altres. Aixo ho mesura precisament la
distancia minima.

25
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Definicié 5.1.3. SiC C A"

0(C) :=min{d(u,v) |u,v €C, u#v}

5.2 Parametres d’un codi

Els parametres fonamentals d’un codi sén
e La longitud, que denotarem per n.
e La mida, que denotarem per M :=|C]|.
e La distancia minima § = 6(C).
e La mida de lalfabet, que denotarem per ¢ := |A|.

Quan aquests son els parametres d’'un codi C ho expressarem dient que C és
un (n, M, §),-codi. Com és habitual quan ¢ = 2 el subindex no es posa. Altres
parametres importants son

e La dimensid k :=log, M.
e La taza de transmissid k/n.
e La taza de redundancia 1 — k/n.

La taxa de transmissié mesura quina part de la informacié que es transmet a
traves del canal correspon al missatge original i la taxa de redundancia mesura
la part que correspon a la redundancia que 1'hi hem afegit.

En general buscarem que un codi tingui una taxa de transmissiéo al més
alta possible i una distancia minima prou alta per tal de poder assolir una
determinada capacitat correctora o detectora.

Exemple 5.2.1. 1. El codi trivial (consta d’una sola paraula) és un (n,1,0)4-
codi. Té taxa de transmissio 0.

2. El codi total C = A™ és un (n,q", 1)4-codi. Té taxa de transmissié 1.

3. El codi de repeticié Rqy(n) ={a---a|a € A}és un (n,q,n),-codi. té taxa
de transmissié 1/n.

4. El codi binari que consisteix en les paraules 00000000, 11111111, 10101010,
11010000 i 11100100 és un (8,5, 3)-codi i la seva taxa de transmissié és
108 — (.2902410118.

5. El codi binari que consisteix en les paraules del codi anterior i totes les se-
ves permutacions cicliques és un (8, 20, 3)-codi i la seva taxa de transmissié

és 198200 — 0.5402410119.
El primer codi és inutil perqué no pot transmetre informacié i el segon no
serveix als nostres proposits perque no permet detectar ni corregir res (enviem
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la informacié tal qual). El tercer té una distancia minima molt alta, perd una
taxa de transmissié molt baixa quan n és gran. El quart i el cinque tenen la
mateixa capacitat detectora i correctora (detecten 2 errors i en corregeixen 1),
perd (5) és millor perque té taxa de transmissié més alta.

5.3 Deteccid 1 correccio d’errors

Com que pel canal només s’envien paraules del codi, 'estrategia per detectar
errors consisteix a mirar si la paraula rebuda y és del codi. Si y és del codi
s’accepta i si no es rebutja. Depenent del canal es pot demanar retransmissié
0 es marca com a erronia tota la paraula (esborrall). La capacitat detectora
d’un codi és el maxim nombre d’errors (a qualsevol posicié) que Destrategia
esmentada detecta.

A Texemple 5.2.1 (4) si I'emissor ha enviat x = 11010000 i s’han produit
errors a la primera i segona posicid, el receptor rep y = 00010000. Com que
y no és del codi, el receptor pot detectar ’error. Si es produeixen errors a les
posicions primer, segona i quarta llavors y = 00000000, el receptor decideix que
no hi ha error quan s’han produit tres errors. En aquest cas es veu que el maxim
nombre d’errors que es detecten és 2.

Proposicié 5.3.1. Un codi detecta fins a un mazim de 6 — 1 errors.

Demostracio. Si s’ha rebut y al enviar x € C i s’ha produit < § errors llavors
y ¢ C i lestrategia detecta l’error. En general no es detecten errors en &
posicions: si x iy sén dues paraules del codi que estan a distancia J, pot passar
que s’envii x i es rebi y. En aquest cas s’han produit § errors i I'estratégia no
els ha detectat. O

Pel que fa a la correccié 'estrategia usual és la segiient: si s’ha rebut y, es
busca una paraula u del codi que estigui a distancia minima de y; el descodifica-
dor llavors decideix que la paraula enviada era u. Aixo funcionara correctament
només quan u = X. aquesta estrategia de correccié rep el nom de descodificacié
per minima distancia. La capacitat correctora d’un codi és el maxim nombre
d’errors (a qualsevol posicid) que l'estrategia esmentada corregeix correctament.

A Vexemple 5.2.1 (4) si I'emissor ha enviat x = 11010000 i s’ha produit un
error a la primera posicio, el receptor rep y = 01010000. Com que la paraula
el codi més propera a y és u = x, el receptor descodifica y com la paraula u i
corregeix l’error. Si es produeixen dos errors a les posicions primera i segona,
llavors el receptor rep y = 00010000. Com que la paraula del codi més propera a
y és u = 00000000 el receptor descodifica y com u i no corregeix correctament.
En aquest cas es veu que el maxim nombre d’errors que pot corregir és 1.

Lema 5.3.2. Six,y son dues paraules de la mateiza longitud i d(x,y) =r+ s
existeix una paraula z a distancia r de x 1 distancia s de'y.

Demostracio. Considerem la paraula z obtinguda reemplagant en x r de les r+s
posicions en que x difereix de y per el seu valor en y. Es clar que d(x,z) =7 i
d(z,y) = s. O
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Proposicié 5.3.3. El descodificador per minima distancia corregeix fins a un
s—1

mazim de p := | *5=] errors.
Demostracio. Sial’enviar x s’han produit com a molt p errors i es rep y resulta
que d(y,x) < p, perd x és la unica paraula de C que esta a distancia < p de y:
si u en fos una altre llavors d(x,u) < d(x,u) + d(y,u) < 2p < J§ — 1 i tindriem
dues paraules del codi a distancia menor que §, impossible.

Veiem ara que l'estrategia pot fallar si es produeixen p+1 errors. Sid és senar
0 =2p+11isid ésparell § =2(p+1). En qualsevol cas posem § = (p+1) +
amb u = p o p=p-+1 depenent de si § és senar o parell. Siguin x,u sén dues
paraules del codi a distancia § i y una paraula a distancia p + 1 de x i u de
u, que existeix pel lema previ. Quan s’envii x, es rebi y (s’han produit p + 1
errors) i el descodificador tria u (en el cas en que p és parell és una de les tries
possibles del descodificador, mentre que en el cas senar aquesta és la tnica tria
possible) no corregeix bé. O

Els algorismes de descodificacié solen ser molt costosos i la dificultat aug-
menta quan volem corregir més errors. A vegades resulta més rapid demanar
i esperar la retransmissio del missatge que corregir molts errors. Per exemple,
si tenim un codi amb distancia minima 5, pot corregir fins a dos errors. Ara
bé, pot passar que el nostre descodificador sigui forca eficient quan corregeix
un error i en canvi poc eficient al corregir-ne dos, de manera que en aquest cas
és millor demanar retransmissié. En aquests casos s’adopta una estrategia dife-
rent: es decideix corregir fins a un determinat nombre d’errors ¢ i en el cas en
que s’en produeixin més de t es demana retransmissié. Més precisament, 1’es-
trategia és la segiient: Sies rep y el descodificador busca una paraula u del codi
a distancia com a molt ¢ de y. Si la troba, decideix descodificar amb aquesta
paraula. Altrament marca la paraula com a esborrall i demana retransmissio.
Sit < r, es diu que un codi detecta r errors i en corregeix t si aquesta estrategia
funciona correctament per a totes les retransmissions on s’han produit com a
molt r errors. Es a dir, si s’ha enviat x i s’han produit com a molt r errors, el
descodificador mai triara una paraula u que no sigui x.

Proposicié 5.3.4. Un codi detecta r errors i en corregeix t sii t +1 < 0.

Demostracié. Suposem que s + 7 < d. Si al enviar x es rep y i s’han produit
com a molt ¢ errors llavors d(x,y) < t. Com que 2t < t +r < p llavors x és
la Unica paraula del codi a distancia com a molt ¢ de y i el descodificador tria
u = x. En el cas en que s’ha produit un nombre d’errors entre ¢ i r llavors
t < d(x,y) < r. Hem de veure que en aquest cas no hi ha cap paraula u
del codi a distancia com a molt ¢ de y. Si u és del codi i d(u,y) < t llavors
d(x,u) < d(x,y) +d(y,u) <r+t < d, contradiccid.

Veiem ara que quan es produeixen 7 errors amb ¢+ r = p a vegades l’es-
trategia falla. Siguin x,u sén dues paraules del codi a distancia § i y una paraula
a distancia ¢t de u i distancia r de x. Quan s’envia x i es rep y es produeixen r
errors i el descodificador tria la paraula u (de fet u és una de les tries possibles,
n’hi poden haver més), corregint incorrectament. O
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Per exemple un codi amb distancia minima 7 el podem fer servir de les
maneres segiients:

e Per a detectar fins a 6 errors.

e Per a corregir 1 error i detectar-ne fins a 5 errors.
e Per a corregir 2 errors i detectar-ne fins a 4 errors.
e Per a corregir 3 errors.

De fet les proposicions 5.3.1 1 5.3.3 s6n un cas particular de la proposicié
5.3.4

En certes ocasions el senyal rebut no és clar i no es pot distingir quina és la
lletra que esta en una certa posicié. Llavors es marca aquesta posicié com un
esborrall, que indicarem per *. Si hem rebut y = yiys -« %---*-- -y, lestrategia
de correccio d’esborralls consisteix a buscar una paraula del codi que coincideixi
amb y fora del esborralls.

Proposicié 5.3.5. Un codi corregeix fins a § — 1 esborralls.

Demostracio. Primer veiem que fins a § —1 esborralls els corregeix correctament.
Si hem enviat x i hem rebut y i s’han produit menys de § esborralls llavors
d(x,y) <6 — 1. Perd x és la tinica paraula del codi que coincideix amb y fora
dels esborralls: si u n’és una altre llavors x i u coincideixen fora del esborralls
i per tant d(x,u) < § — 1, contradiccié.

Veiem ara que en general no en corregeix § o més. Prenem x,u € C a
distancia §. Si enviem x i rebem y defined per

Ui Tiy  SL Ty = U
i = o
*, Sl x; # uy.

s’han produit § esborralls i I'estrategia pot triar u. O

Observem que un esborrall no és més que un error del qual coneixem la
posici6. Comparant les proposicions 5.3.3 i 5.3.5 veiem que el coneixement de
les posicions dels errors és molt important: la capacitat de correccié es duplica
com a minim.

5.4 Exemple: un codi que corregeix 2 errors

A continuacié presentem ’exemple d’un codi que corregeix 2 errors. L’alfabet
és F7 = Z7 i

7 7 7 7
C:= {x €(Z)T | Y =0, iz =0, i =0, Y i’z = 0}.
=1 =1 =1 =1
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Aquestes operacions s’efectuen a F;. Si Notem per H la matriu (amb coeficient
Z7) segiient

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 -3 —2 -1 0
12 22 32 42 52 62 72 1 -3 2 2 -3 1 0}
13 23 33 43 53 g3 73 1 1 -1 1 -1 1 0

Tenim que les paraules del codi sén les solucions del sistema homogeni amb
matriu H. Es a dir,
x € C sii Hx! = 0.

L’estrategia per a detectar errors amb aquest codi consisteix a calcular Hy!
i mirar si es igual a zero. A Hy® = 0 se 'hi diu la sindrome de y i es denota
per s(y). Per exemple, si el missatge rebut és y = (1,6,3,0,5,6,0), s(y) =
(0,—1,1,0). Com que la sindrome no és zero, hem detectat errors.

Com que H té rang 4, el sistema homogeni té tres graus de llibertat, i per
tant la mida de codi és 73 = 343. Més endavant veurem que aquest codi té
distancia minima 5 i per tant pot corregir 2 errors. 343 paraules sén massa per
a mirar quina d’aquestes és la més propera a y. Ara veurem un algorisme de
descodificacié més eficient.

Suposem que s’han produit dos errors durant la transmissié. Ho podem
expressar aixi: y = x + e, on e és el vector d’errors. El vector e, de longitud 7,
té totes les coordenades nulles llevat de dues, la i-éssima i la j-éssima on hi ha
els valors a i b respectivament. Com que x és una paraula del codi, Hx? = 0 i
per tant

s(y)= Hy' = H(x +e)' = Hx' + He' = He'. (5.4.1)

Tenint em compte que He! = (a+b, ai+bj, ai®> +bj?, ai® +b5%), hem de resoldre
les equacions

a+b = s (5.4.2)
ai+bj = s (5.4.3)
ai? +bj> = s3 (5.4.4)
ai® +bj® = sy (5.4.5)

multiplicant 'equacié (5.4.2) per i i restant-li ’equacié (5.4.3) obtenim
b(i — j) = isy — s2 (5.4.6)

Si fem el mateix amb el parell d’equacions (5.4.3) i (5.4.4) i també amb (5.4.4)
i( 5.4.5) ens queda

V(i—j) = isy—s3

:J;
[N
= —

V(i—j) = is3— sy
Multiplicant (5.4.6) per (5.4.8) tenim que

b4(Z — j)2 = (iSl - SQ)(ng - 54), (549)
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i elevant al quadrat (5.4.7),
b(i — j)? = (isy — s3)%. (5.4.10)
Igualant les equacions (5.4.9) i (5.4.10), i simplificant, obtenim
(sg — 3153)i2 + (8184 — 8283)i + (sg — S984) = 0.
Es a dir, i és un zero del polinomi

A= 83— sys3,
p(X) = AX? + BX +C, on { B=s151— sas3, (5.4.11)
C = 53 — 5284.

Aquest polinomi p(X) rep el nom de polinomi localitzador. Com que els papers
de 7 i j s6n simetrics, j també ha de ser un zero del polinomi localitzador. Aixo
ens proporciona un metode per a calcular les posicions d’error i, j. Un cop
trobades, usant les equacions (5.4.6) i (5.4.2), deduim que:

’L'Sl—Sg
i—J

b= , a=s; —b. (5.4.12)
Aquestes formules serviran per a calcular les magnituds d’error.

Ara ho apliquem al missatge anterior y = (1,6, 3,0,5,6,0), del que ja hem
calculat la sindrome: s(y) = (0,—1,1,0). Mitjancant (5.4.11) calculem el po-
linomi localitzador, que és p(X) = X2 + X + 1. Aquest polinomi té dos zeros
a Z7: 21 4. Per tant, si s’han produit 2 errors, aquests estan a les posi-
cions i = 2,5 = 4. Usant (5.4.12) obtenim b = 3,a = 4 i ja tenim ler-
ror que s’ha produit: e = (0,4,0,3,0,0,0). Finalment el missatge enviat és
x=y—-e=(1,2,3,4,5,6,0).

Aquestes formules funcionen sempre que hi ha exactament dos errors. El
cas d’un error és encara més facil. Si s’a produit un error de magnitud a a la
posici6 i llavors He! = (a, ai, ai?, ai®), i hen de resoldre les equacions

a = 81
ar = So
ai’? = S3
ai’ = sa,
que tenen com a solucié
a =S8y, i=S82/8]. (5.4.13)

Observem que si calculem els coeficient del polinomi localitzador en aquest
cas sén tots nuls. Per exemple, A = s3 — 5183 = (ai)? — aai® = 0. Aixo
servira per a distingir els casos de un o dos errors. Per exemple si rebem
v1 = (3,2,1,0,1,5,4), la seva sindrome és s(y1) = (2,3,1,5); aix0 ja ens diu
que s’ha produit algun error. Si calculem el coeficient de grau 2 del polinomi
localitzador obtenim A = 0. Aix0 ens diu que no s’han produit exactament 2
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errors. Només queda la possibilitat d’un error o bé més de dos. Com que en el
segon cas no podem fer res, suposem que hi ha un error. Per (5.4.13) tenim que
i=>5,a=2,1per tant e = (0,0,0,0,2,0,0). Finalment el missatge enviat és
x=y—-e=(3,2,1,0,6,5,4).

L’algorisme complet de descodificacié per a aquest codi és:

1. Calculem la sindrome s(y) de y. si s(y) = 0 decidim que no hi ha error.
Altrament:

2. Calculem els coeficients A, B, C mitjangant les férmules (5.4.11). Si A =
B = C = 0 decidim que hi ha un error i calculem e usant les férmules
(5.4.13) (si s1 0 sz s6én zero és que hi ha més de dos errors i no podem
corregir). Finalment corregim: x =y —e. Si A=01 B o C no sén zero
llavors sabem que s’han produit més de dos errors. Altrament:

3. Calculem els zeros del polinomi localitzador p(X). Si no en té o en té un
de doble hi ha més de dos errors i no podem corregir. Si en té dos de
diferent 4, j llavors calculem a i b mitjangant (5.4.12) i finalment corregim:
x=y—e.

Aquest algorisme només funciona si s’han produit com a molt dos errors. Ob-
servem que en alguns casos en que s’han produit més de dos errors ho podem de-
tectar, perd no sempre. Per exemple si enviem la paraula x = (3,2,1,0,6,5,4),
i es produeixen el tres errors e = (0,0,1,3,6,0,0) llavors la paraula rebuda
ésy = (3,2,2,3,5,5,4). Si descodifiquem aplicant P’algorisme anterior obte-
nim u = (3,2,2,3,5,1,5). La rad és que u és una paraula del codi que esta a
distancia 2 de y.

Ezercici 5.4.1. Introduiu un, dos, i tres errors a la paraula del codi x =
(1,2,3,4,5,6,0) i apliqueu ’algorisme de descodificacié. Proveu amb tres o
més errors diverses vegades i observeu qué passa.

5.5 Cotes dels parametres d’un codi

En general un codi sera més bo quan més altes siguin la distancia minima i la
taxa de transmissié (o equivalentment la mida). El problema esta en que quan
volem fer créixer un d’aquest parametres moltes vegades ens veiem obligats a fer
disminuir l'altre. El problema de trobar un bon codi el podem platejar millor
de la manera segiient: De entre tots els codis que tenen la mateixa longitud n
i distancia minima d, quins sén els que tenen mida més gran? A aquests codis
els hi direm optimals i la seva mida la denotarem per A,(n,d):

Definicié 5.5.1. Sigui 1 <d < n.
1. Ay(n,d):=max{|C| | C € A", 6(C) =d}.

2. Un (n, M, d),-codi és optimal si M = A,(n,d).
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El calcul de A, (n, d) és molt dificil i es coneix exactament en pocs casos. En
general només es coneixen fites superiors i inferiors dels valors de A,(n, d).

Es coneixen unes quantes fites superiors de A,(n, d) i una fita inferior. Aques-
ta fita inferior és la de Gilbert (o Gilbert-Varshamov) que veurem a continuacié.
Per a valors particulars de n i d la inica manera de millorar la fita de Gilbert
és construir un codi amb els parametres adequats. De fites superiors només en
veurem tres: la de Hamming i la de Singleton i la de Plotkin.

Six e A" id és un enter 0 < d < n, la bola de centre x i radi d és:

Ba(x) :={y € A" | d(y,x) < d}.

Per calcular el nombre de paraules de la bola B;(x) hem de comptar la paraula
x més les que estan a distancia 1 més les que estan a distancia 2 ... mes les que
estan a distancia d de x. Aquest calcul ens déna:

d

Bax)| = 1+n(g =1+ (5 ) =1+ + (1) -1 =Y () a- 1"

=0
Aquest nombre el denotarem per V,(n,d).

Proposicié 5.5.2 (fita de Gilbert).

n

q
A,(n,d) > ———.
N AN
Demostracid. Sigui C és un codi optimal amb parametres (n, M, d),. Tota pa-
raula de A™ ha d’estar a distancia com a molt d — 1 d’alguna paraula de C;
altrament la podem afegir a C sense reduir la distancia minima, contradient la
optimalitat de C. Aixi, les boles de radi d — 1 centrades en paraules del codi
recobreixen tot A™: A™ = J,ce Ba—1(u) i per tant
¢" <Y |Ba-a(w)| = MVy(n,d - 1),
ueC

d’on
n

q
Aq(n.d) = V,(n,d—1)

Proposicié 5.5.3 (fita de Hamming).

Aq (na d) S

Demostracid. Sigui C és un codi optimal amb parametres (n, M, d),. Veiem que
no hi ha cap paraula x de A™ que estiguin a distancia com a molt L%J de
dues paraules diferents u,v de C: si d(x,u) < |42] i d(x,v) < [ 452 ] llavors
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d(u,v) < d(u,x)+d(x,v) < 2[%] < d, contradiccié. Llavors les boles de radi
L% centrades a les paraules de C son disjuntes, i per tant
d—1 n
> [Bras @] = MV, [=)) <0,
ueC
d’on "
q

Ay (n,d) = < —
ol d) =M< g =T

Proposicié 5.5.4 (fita de Singleton).
Agy(n,d) < g4t

Demostracid. Sigui C és un codi optimal amb parametres (n, M,d),. El codi
C' C An~4+1 obtingut esborrant els d — 1 primers caracters de cada paraula de
C té el mateix nombre de paraules que C, doncs dues paraules de C difereixen en
com a minim d caracters i per tant continuen sent diferents després d’esborrar-ne
d—1. Aix{ Ay(n,d) = |C'| < g"~ o+ O
-1
Proposicié 5.5.5 (fita de Plotkin). Notem per 6 = 4=,
q
Si d > 0n llavors

d
< .
AQ(n7d) = d—06n

Demostracid. Sigui C és un codi optimal amb parametres (n, M, d),. O



Capitol 6

Cossos finits

En aquest capitol introduirem els cossos finits amb el minim de teoria possible i
posant exemples. L’objectiu és que 'estudiant aprengui a construir cossos finits
i fer operacions amb ells. Les propietats que caldra coneixer les enunciarem en
forma de proposicié i sense demostracié.

6.1 El cos [,

En aquesta seccié introduim el primer exemple de cos: Z, el cos de les classes
de congruencia modul un nombre primer p. Podem triar representant positius
menors que p i llavors Z, = {0,1,...,p — 1}. Les operacions de suma i multi-
plicacié a Z, s’efectuen com a enters i a continuacié es redueixen modul p. Per
exemple, la taula de la multiplicacié a Zs és:

401 2 3 4
0 0000 O
101 2 3 4
20241 3 (6.1.1)
3031 4 2
4043 21

Les operacions de suma i multiplicacié tenen les propietats usuals: asso-
ciativa, commutativa, hi ha neutres per a la suma (el 0) i pel producte (I'1),
distributiva de la multiplicacié respecte a la suma i existeéncia d’invers respecte la
suma (—a és I'invers respecte a la suma de a). Quan tenim dues operacions amb
aquestes propietats se ’hi diu Anell. Per exemple, les classes de congruencia
modul un enter qualsevol sén un anell.

Definicié 6.1.1. 1. L’invers d’un element a respecte a la multiplicacié és un
element b tal que ab = 1.

2. Un cos és un anell on tot element no nul admet invers respecte la multi-
plicacio.

35
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Es facil veure que en un cos linvers d’'un element no nul a és tnic i el

denotarem per a~!.

Proposicié 6.1.2. Sip és primer, Z, és un cos que denotarem per IF,.

Si observem les files de la taula (6.1.1) veurem que no hi ha repeticions.
L’invers d’un element el trobem buscant el 1 a la seva fila. Per exemple, I'invers
del 3 és el 2; en simbols: 37! = 2. Normalment, perd, no tindrem la taula. Si
el modul és petit, podem trobar I'invers ‘a ull’ (és a dir, provant). Per exemple,
Iinvers del 4 a Z7 és 2 perque 2-4 = 1 a Z7. Quan el modul és gran caldra
utilitzar 'algorisme d’Euclides Esteés per trobar una identitat de Bézout.

Una identitat de Bézout per a dos enters a, b és una expressié de la forma

ax + by = (a,b), amb z,y € Z

on (a,b) denota el maxim comu divisor de a i b. L’algorisme d’Euclides Estes
consisteix en obtenir, a partir de a i b successions (r;, 0 <i<n), (¢, 1 <i <
n—1), (x;, 0<i<n)i(y;, 0<i<n)quedefinim a continuacié. S’inicialitzen
aix{:
ro:=a, r1:=b, xg=1, 1 =0, yo:=0, y; := 1.

Els r;41 1 ¢; son el reste i el quocient de la divisié6 Euclidiana de r;—; per r;.
L’algorisme acaba quan obtenim un reste nul. El maxim comu divisor del parell
a, b és I'altim reste no nul r,,. Els z’s i els y’s es calculen mitjangant les formules

Tit1 = TiGi — Ti—1, Yi+1 = Yidi — Yi—1

Per aplicar I'algorisme suposarem que a,b > 0 i normalment es pren a > b.
Per exemple, el maxim comu divisor de 231 5 és 1. A la taula segiient hem
aplicat l'algorisme d’Euclides Estes:

r|{23|5|13|2]1

q 4111

x| 1|0 1]-1|2

y|O0|1|-4]5]-9

Fent © = xz, i y = y, s'obté una identitat de Bézout per a i b. A l'’exemple
anterior obtenim 23 -2+ 5 - (—9) = 1. Aquesta identitat, modul 23, ens dona
5-(—9) =1 a Zog3, i per tant ja hem calculat I'invers de 5 a Zo3: 571 = —9 = 14.
En general, per a calcular I'invers de b modul p haurem de fer una identitat
de Bézout per al parell (p,b) i quedar-nos amb la y; la z no cal calcular-la.
Observem que l'existencia d’identitats de Bézout demostra la proposici6 6.1.2.

6.2 Polinomis irreductibles a I,

En aquesta secci6 usarem els polinomis a coeficients I, per a construir nous
cossos finits. El conjunt dels polinomis a coeficients F, el denotarem per F,[x].
Podem efectuar les operacions de suma i producte de polinomis de F,[z] de
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manera analoga a com ho fem amb els polinomis a coeficient reals, la tnica
diferencia esta en que les operacions entre els coeficients les fem dins [Fp,.
A Fsx], per exemple, la suma dels polinomis f(z) = 22 + 3z + 41 g(z) =
323 + 422 + 3 és
f(x) + g(x) = 32% + 32 + 2

i el seu producte f(x)g(x) és

(22 + 3z +4)(32° +42% + 3) =
32° + 132% + 1922 4 242> + 92 + 12 = 32° + 32* + 42?2 + 42% + 42 + 2.

Amb aquestes operacions, IF, [z] és un anell molt semblant a I’anell dels enters
Z.

Definicié 6.2.1. Un polinomi f(z) de Fp[z] és irreductible (o també primer)
si no és igual al producte de dos polinomis de grau menor.

Per exemple, els polinomis de grau 1 sempre son irreductibles, encara que
ens interessaran polinomis irreductibles de grau com a minim 2. Els polinomis
irreductibles a F,[z] juguen un paper analeg al dels nombres primers a Z. Sa-
bem que tot enter (no nul) es pot descomposar com a producte de primers i
eventualment (en el cas que sigui negatiu) el factor —1.

Proposicié 6.2.2. Tot polinomi de F,[x] diferent de 0 descomposa com a pro-
ducte de polinomis irreductibles.

Com que el fet de multiplicar un polinomi per una constant no nulla (un
element de I, diferent de 0) no canvia el fet de ser irreductible, els prendrem
sempre amb coeficient 1 en el monomi de grau més alt (multiplicant eventu-
alment per 'invers d’aquest coeficient). Aquests polinomis reben el nom de
polinomis monics.

Una altra analogia amb els enters és que amb els polinomis també tenim una
divisié Euclidea (una divisié amb reste). La divisié6 de dos polinomis de Fp[z]
es fa també de la manera habitual amb la tUnica diferéncia que les operacions
amb els coeficients dels polinomis es fan a F,. El reste sempre és un polinomi
de grau menor que el del divisor.

Per exemple, si fem la divisié de f(z) = 2%+ 322 +42+1per g = 2® + 2+ 2
obtenim com a quocient x% 4 4x + 2 i reste 4z + 2.

Si dividim un polinomi f(z) € F,[x] per (z —a) (on a € Fp) obtenim com a
reste la constant f(a), ja que si f(z) = g(x)(x — a) +r amb r € F i substituim
a a l'expressi6, obtenim f(a) = g(a)-0+r = r. Aix{, un polinomi és dividit per
z —a sii f(a) = 0, i per tant un polinomi té un divisor de grau 1 sii té algun
Z€ero.

D’aquesta manera els polinomis de grau 2 irreductibles sén els que no tenen
zeros. Per exemple, 22 + 1 és un polinomi irreductible a F3[z], mentre que

e |
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és I'tinic polinomi irreductible de grau 2 a Fa[x] (ja que és 'inic que no té zeros).

Els polinomis de grau 3 irreductibles també sén els que no tenen zeros, ja
que si fos reductible hauria de tenir un divisor de grau 1.

Farem servir aixo per a calcular tots els polinomis irreductibles de grau 3 a
Fy[z]. Com que no volem que 0 sigui un zero caldra que tingui terme independent
1. Si volem que 1 tampoc sigui un zero caldra que tingui un nombre senar de
monomis. Aixd només ens deixa dues possibilitats:

x3+x+1, 2+ 22+ 1.

Per a grau 4 no n’hi haura prou amb que un polinomi no tingui zeros per tal
de ser irreductible. Per exemple, el polinomi de F[z] (z2+2+1)? = 2+2%+1 no
té zeros 1 Obviament no és irreductible. Pero a Fa[x] és I'inic, ja que un polinomi
de grau 4 no irreductible i sense zeros ha de ser producte de dos irreductibles
de grau 2. Aix{, la llista de tots els polinomis irreductibles de grau 4 a Fa[z] és
la segiient:

ac4+x—|—1, x4—|—x3—|—1, a4+l

Si fem el mateix per a grau 5, a més d’eliminar els que tenen zeros caldra
eliminar tots els productes d’un irreductible de grau 2 per un irreductible de
grau 3, dels quals només n’hi ha 2: (22 + 2+ 1)(23+2x+1) =25 +2* + 11
(22 +x+1) (23 + 23+ 1) = 25+ z + 1. Fent la llista de tots els irreductibles de
grau 5 a Fa[z] obtenim

o+ +1, 2® %41,
4+’ a+1, P+t +o+1, 2P+ttt +a+1, P+t 1

Ezercici 6.2.3. Trobeu tots els polinomis irreductibles de Fy[z] de grau 6.

Aquesta construccié de polinomis irreductibles la podriem seguir, pero hi
ha millors metodes per a obtenir polinomis irreductibles. De fet a molts llibres
de codis hi ha llistes bastant extenses de polinomis irreductibles. El que és
important és el fet segiient:

Proposicié 6.2.4. A F,[z] hi ha polinomis irreductibles de tots els graus.

6.3 Els cossos I,

De manera analoga a com fem congruéncies en els enters ara farem congruencies
a F,[z] modul un polinomi.

Definicié 6.3.1. Siguin f(z), g(x), h(x) polinomis de F,[z].
g(x) és congruent amb h(z) modul f(z) sii f(x) divideix g(z) — h(x).

Aixi, dos polinomis seran congruents modul f(z) quan tinguin el mateix
reste al dividir-los per f(z). Al conjunt de classes de congruéncia modul f(x)
el denotarem per

Fpl2]/(f)-
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Com que els restes de dividir per f(z) sén polinomis de grau menor que f(x),
triarem sempre els representants d’aquesta manera. Aixi F,[z]/(f) conté tots
els polinomis de grau menor que el de f(z). Per exemple

Folz]/(2* + 24+ 1) = {0,1, 2,2 + 1}.

Si f(z) té grau n, F,[x]/(f) té cardinal p™.

A Fplz]/(f) podem efectuar les operacions de suma i producte de manera
habitual. En el segon cas hem de fer la reduccié modul f(x) després d’efectuar
la multiplicacié. Per exemple, les taules de la suma i multiplicaci6 a Fy[z]/ (22 +
x + 1) sén les segiients:

+ 0 1 T r+1 . 0 1 T r+1
0 0 1 T z+1 0 0 0 0 0

1 1 0 z+1 T 1 0 1 T r+1
x T z+1 0 1 T 0 T z+1 1
rz+1|x+1 T 1 0 z+1[0]|xz+1 1 T

Per a calcular, per exemple, el producte de z per x + 1 fem z(x +1) = 2% + x i
després, reduint modul z? + = + 1, ens queda 1. A la taula de la multiplicacié
podem comprovar facilment que F[z]/(z%+x+1) és un cos: a cada fila (excepte
la del 0) apareixen tots els elements una sola vegada. Aixd passard sempre
que prenguem un polinomi irreductible. De fet, tenim el segiient analeg a la
proposicié 6.1.2:

Proposicié 6.3.2. Si f € Fp[z] és irreductible de grau n, F,[z]/(f) és un cos
que té p" elements i que denotarem per Fpn.

Per tal de no confondre els polinomis amb els elements de Fy = Fa[x]/(2? +
x + 1), farem servir la notacié segiient: « denota z (o millor dit: 2 modul
22+ 2+ 1) i reemplacem z per a a tot arreu. Llavors a? +a+1 =0 (ja que el
reste de 22 + 2 + 1 modul ell mateix és zero) i podem aillar a?:

o =a+l. (6.3.1)

L’equacié (6.3.1) ens serveix per a fer els calculs. Per exemple, a(a + 1) =
0?4+ a=a+1+a=1. Les taules anteriors, expressades usant a enlloc de x
queden:

+ 0 1 a a—+1 0 1 a a—+1
0 0 1 « a+1 0 0 0 0 0

1 1 0 a+1 « 1 0 1 « a+1
le’ a a+1 0 1 a 0 a a+1 1
a+l|a+1 « 1 0 a+1|0|a+1 1 «

Ara construirem Fg utilitzant un polinomi irreductible de grau 3: f(x) =
23+ 2+ 1; Fg = Fafz]/(2® + 2+ 1). Si notem z (de fet  modul 23 4 x + 1) per
a, els elements de Fg sén tots els polinomis en o de grau com a molt 2:

Fs = {O,l,a,a—i—l,aQ,aQ—i—l,aQ—l—oz,ozZ—i—oz—i-l}.
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Per tal d’efectuar la multiplicacié usarem que o + a4+ 1 = 0; és a dir:
o =a+1. (6.3.2)
Per exemple,
(a+)(?+ D)=+’ +a+l=(a+1)+a’+a+1=0a’

També
(@®+a)(a®+1)=a’+a®+ o +a,

t=aa® =ala+1) = a? + a, lavors

i com que «
@+a)?+1)=(*+a)+(a+1)+a’+a=a+1.

Si calculem les successives poténcies de o anem obtenint:

A= a+1

at= ad=ala+1)=ac®+a

a®= adt=ac®+a)=ct+a?l=(a+1)+a’=a’+a+1

b= ad’=al®+a+l)=ad+a’+a=(a+1)+a’+a=a%+1
"= adl=ale®?+1)=*+a=(a+1)+a=1.

Si continuem calculant potencies de « obtindrem repeticions del que ja hem
calculat. Aix0 és degut a que
a’ =1.

Per exemple, a?® = a"3*2 = (a")3a® = a?. En general, per a calcular o™
només caldra calcular m modul 7. El calcul anterior el podem posar en forma

de taula:

« Oé2 043 044 045 046 Oé7

ala?|a+l|a®+ala?+a+1|a?+1] 1

(6.3.3)

Amb l'ajuda d’aquesta taula podem efectuar qualsevol operacié a Fg: si hem
de sumar (o restar) usem la notacié de la fila inferior, mentre que si hem de
multiplicar o dividir usem la fila superior. Per exemple per a calcular I'invers
de a+1 posem (a+1)7! = (a?®) ! =a3 =a* = a? + a. Com que a la taula
(6.3.3) hi apareixen tots els elements de Fg menys el 0,

2 3 4 5 6
ng{O,l,a,a,a,a,a,a}.

Aixo ens permet treballar amb dues representacions dels elements de Fg (el que
haurem d’evitar és barrejar-les totes dues alhora; en aquests apunts usarem
preferentment la notacié en poténcies de «).

Definicié 6.3.3. Un element 3 € F, és primitiu si tot element no nul de F, és
de la forma 3" per algun r.
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A la construccié que hem donat anteriorment de Fg I’element « era primitiu
i aixd ens ha permes obtenir la taula (6.3.3) amb tots els elements no nuls. A ve-
gades, quan construim un cos finit com F,[z]/(f), I'element o« = z( mod f(z))
no és primitiu. En aquests casos haurem de reemplagar a per un altre element
0B que sigui primitiu. Aix0 sempre és possible:

Proposicié 6.3.4. En tot cos finit sempre hi ha elements primitius.
El concepte segiient és forca 1til per a buscar elements primitius.

Definicié 6.3.5. L’ordre d'un element 3 € F; no nul és
ord=min{n >1 | " =1}.

Com que el conjunt {#" | n € N} és finit, sempre hi haurd dos exponents
m < n tals que g™ = (" i per tant g7~ = 1. Es a dir, sempre hi haun n > 1
tal que 8™ = 1 i per tant la definicié anterior té sentit.

Per exemple, a la construccié de Fg que hem fet, ord(«) = 7. L’ordre té les
propietats segiients:

Proposicié 6.3.6. Sigui 3 € Fy no nul.
1. B és primitiu sii ord 8 = q — 1.
2. ord 8 divideix q — 1.

. ord 3

3. ord(8") = (ord 3.1

No hi ha cap metode especific per a trobar elements primitius, pero les
propietats anteriors ens ajuden a buscar-los. Per exemple, a 7 'ordre del 2 és
3, ja que 22 = 1. Aixo ens diu que 2 no és primitiu. En canvi, com que ni 3% = 2
ni 32 = 6 s6n 1, l'ordre de 3 no és ni 2 ni 3, i per tant (ha de ser un divisor de
6) és 6. Aixi 3 és primitiu a F7. Un cop trobat un element primitiu 3, com que
tots els elements no nuls sé6n de la forma 3", per la tercera propietat anterior,
tots els primitius sén de la forma 8" amb (r,q — 1) = 1. Aix0 ens diu que hi ha
(g —1) elements primitius a F, (¢ és la funcié Phi de Euler; ¢(n) és el nombre
d’enters menors que n primers amb n). Per exemple, tots els primitius de Fy
sén 3t =31 3% =5.

FEzercici 6.3.7. Trobeu tots els elements primitius de F3, Fs5, F1; i F13. Feu
una taula analoga a (6.3.3) per a un d’ells en cada cos. Utilitzeu la taula per a
calcular 2199990 e aquests quatre cossos.

Exemple 6.3.8. Anem a construir Fg usant el polinomi f(z) = 22 + 1 € Fs[z].
Com que f no té zeros a F3, és irreductible a F3[x]. Llavors Fg = F3[x]/(2?+1) =
{0,1,2, 0, + 1, + 2,20, 2a + 1,20 + 2}. Com que a? = —1 llavors a* = 1
i @ no és primitiu. Cal trobar un altre element primitiu. Ja podem descartar
a,a’?=21ia®=2a. Siprenem 3 =a+1, llavors 32 = a? +2a+1=2ai
B* = (2a)? = 2202 =2 # 1. Per tant 3 té ordre 8 (ha de tenir ordre divisor de
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8 i no té ordre 2 ni 4) i és primitiu. Si construim la taula de les poténcies de
obtenim

g | B B Bt B |85 B |88
a+1|2a|2a0+1| 2 2042 | o |a+2]| 1

(6.3.4)

Exercici 6.3.9. Construiu Fg usant el polinomi 22 + 22 4+ 1 i comproveu que
a =2z mod x®+ 2%+ 1 és primitiu. Demostreu que tot element de Fg (diferent
de 01 1) és primitiu.

Exemple 6.3.10. Ara construirem Fyg usant el polinomi z* + 2z + 1. Notant, com
habitualment a = 2 mod 2% + z + 1, tindrem que
Fi6 = {0,1,a,a+1,042,a2+1,a2+a,a2+a+1,a3,a3+1,a3+a
a3+a+l,a3+a2,a3+a2+1,a3+a2+a,a3+a2+a+1},

i les operacions s’efectuen tenint en compte ’equacié:

at=a+1.

Llavors a® = aa* = o® + a # 1 i com que a® # 1 llavors l'ordre de « és 15 i

per tant és primitiu. Si construim la taula obtenim:

« a2 OéS a4 a5 046 a7 a8 a9

ala? | |la+l|a?+alaP+a? |aP+a+l|®+1 |l +a

10 ol 12 13 PEVR DS
Hat+l|al+al+aladdt+al+a+l|al+al+1|a®+1] 1
6.3.5)

De les proposicions 6.2.4 i 6.3.2 s’en segueix que per a cada nombre ¢ que
sigui potencia de primer hi ha un cos finit de cardinal ¢. Es pot demostrar que
és tnic llevat d’isomorfia. No és dificil veure, a més, que no hi ha cossos finits
en cap altra cardinalitat. Tot aixo ho enunciem sense demostracio:

Teorema 6.3.11. Per a cada nombre natural q que sigui poténcia de primer, hi
ha un dnic cos llevat d’isomorfia de cardinal q. No hi ha cossos finits en altres
cardinalitats.

Es a dir, independentment del polinomi irreductible f (x) € Fp[z] de grau n
que prenguem, F,[x]/(f) és el mateix cos Fpn.
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Codis lineals

7.1 Codis lineals: primeres propietats

A partir d’ara l'alfabet sera un cos finit F,. Quan no vulguem fer referéencia
al seu cardinal posarem senzillament F. L’ avantatge addicional que aixo ens
proporciona és que podem operar amb les lletres de I'alfabet. L’inconvenient és
que limita la seva mida: ¢ = |F| ha de ser poténcia de primer. Recordem que F™
és un F-espai vectorial amb la suma component a component i el producte per
escalar multiplicant totes les components: si x = (z1,...,Zn), ¥ = (Y1,---,Yn)
iXeF,
X+y:= ($1+y17---7xn,+yn)
Ax = (Azq,...,Azy).

Definicié 7.1.1. Un codi lineal de longitud n és un subespai vectorial de F".

Els codis lineals sén doncs codis de bloc amb les propietats addicionals
segiients:

e Siu,vel llavorsu+v e C.
e SiueCy AeF llavors Au € C

Més en general, tot codi lineal és tancat per combinacio lineal de paraules del
codi:

n
siug,...,u, €CiA,..., A\, €F llavors Z)\iui eC.
i=1
Els parametres d’un codi lineal sén exactament els mateixos que per un codi
de bloc. Observem ara que la dimensié tal com I’haviem definit per codis de
bloc coincideix amb la dimensié com a espai vectorial: si la dimensié com a
espai vectorial és k i vyi,...,vg és una base de C llavors tot u € C s’expressa
de manera lnica u = Zi:l Aiv; amb A; € F. Aixo vol dir que la mida M és
¢* i per tant la dimensié del codi és log, M = k. Com que la dimensié sempre
sera un enter s’acostuma a donar la dimensié en lloc de la mida. En aquest cas
direm que C és un [n, k, d]4-codi i aixd ja indicara per conveni que és lineal.

43
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Ewvemple 7.1.2. 1. C; = (1100,0011) = {0000,1100,0011,1111} binari. Bs
un [4, 2, 2]-codi.

2. Cy = (1100,0011), = {0000, 1100, 2200,0011, 0022, 1111, 1122, 2211, 2222}
ternari. Es un [4,2,2]3-codi.

3. C3 = (1100, 0011, 0110) = {0000, 1100,0011,0110,1111,1010, 0101, 1001}
binari. Es un [4, 3, 2]-codi.

Els codis lineals presenten una serie d’avantatges sobre els codis de bloc que
anirem veient. La primera és que el calcul de la distancia minima es simplifica
bastant: només cal calcular les distancies de les paraules del codi a la paraula
0=(0,...,0), que sempre és del codi. Aixd s’anomena pes d’una paraula.

Definicié 7.1.3 (pes de Hamming). Si x € F" el pes de x és ||x|| = d(x,0).

El pes de x és el nombre de coordenades no nules de x.

Observacid 7.1.4. 1. d(x,y) =d(x+z,y + z).
2. d(x,y) =[x =yl
3. x4yl < lIxl + vyl

Demostracio. 1. és obvi, 2. s’obté prenent z = —y a 1. i 3. és la desigualtat
triangular amb 0, x i = + y. O

Proposicié 7.1.5. Si C és un codi lineal llavors
0(C) =min{|lull | uel, u#0}.
Demostracié. Veiem que de fet
{l[ull | weC, u#0y = {du,v) | uveC, usv}.

La inclusié d’esquerra a dreta surt perque si u € C, llavors ||u| = d(u,0) i
0 € C. D’altra banda si u,v € C llavors u — v € C i d(u,v) = |lu—v||, don
s’obté l'altre inclusié. O

7.2 Matriu generadora d’un codi lineal

SiC ésun [n,kl-codiigi,..., g, € F® n’és una base, sabem que tot u € C és de
la forma
u=mig + - MLk (7.2.1)
amb m; € F tnics. Si ¢g; = (¢i1,---,9in) U'equacié (7.2.1) s’expressa matricial-
ment aixi:
g1.1 91n
(my - my) | (7.2.2)
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g1 0 Ginm
Sinotem m = (my---mg)iG=1] : o |, (7.2.2) s’escriu
gk o Gk
u=mG (7.2.3)

A la matriu G I'hi direm matriu generadora:

Definicié 7.2.1. Una matriu generadora d’un codi lineal C és una matriu que
té per files una base de C.

Observacio 7.2.2. 1. Tota matriu generadora té rang igual al nombre de files
(direm que té rang maxim). El nombre de files és la dimensié i el nombre
de columnes és la longitud.

2. Si G és matriu generadora de C llavors C = {mG | m € F*}

Com que la matriu G determina el codi, moltes vegades, per donar el codi el
que fem és donar una matriu generadora. La tnica condicié que ha de satisfer
una matriu per tal de ser matriu generadora d’'un codi lineal és que tingui com
a minim tantes columnes com files files i que sigui de rang maxim.

Exemple 7.2.3. A 'exemple 7.1.2, la matriu

1100

00 11
és una matriu generadora del primer codi C;. La mateixa matriu també és una
matriu generadora del segon codi Co. La matriu

11 0 0
00 11
01 10

és una matriu generadora de Cs.

Recordem que les transformacions elementals per files sén d’un dels tres
tipus segiients:

e permutar files
e multiplicar una fila per un escalar no nul
e sumar a una fila una combinacié lineal de les altres

Si fem transformacions elementals per files de G, obtindrem altres matrius gene-
radores del mateix codi, ja que aquests tres operacions elementals transformen
bases en bases. El metode de Gauss-Jordan permet, mitjancant transformaci-
ons elementals per files i eventualment permutant columnes arribar a una
matriu de la forma

(In | B), (7.2.4)
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on I és la identitat k x k i B és una matriu k x (n — k). Si hem tingut
que efectuar permutacions de columnes la matriu aixi obtinguda no té perque
generar el mateix codi. Per exemple, si hem permutat la segona i la quarta
columna, hem permutat la segona i la quarta posicié de totes les paraules del
codi. Si volem que generi el mateix codi haurem de desfer les permutacions de
columnes que haguem fet durant el procés. Aixd demostra que tot codi admet
una matriu generadora com (7.2.4) llevat de permutacié de columnes. Quan la
matriu generadora tingui exactament la forma (7.2.4) direm que és sistematica o
sistematica a l’esquerra. Quan tingui la identitat a la dreta en direm sistematica
a la dreta. No tots els codis admeten matrius generadores sistematiques. Als
codis que admeten una matriu generadora sistematica reben el nom de codis
sistematics.

7.2.1 codificacié a partir d’una matriu generadora

Un cop tenim una matriu generadora G d’un codi C, la codificacié es fa de la
manera segiient. El missatge que volem enviar el trenquem en blocs de longitud
k. Si m € F* és un bloc de longitud k, el codificarem aixi:

Fr — TFm

m — x=mG,

i enviem x.

Observem que la codificacié converteix blocs de longitud & en blocs de longi-
tud n. Aqui es veu que la taxa de transmissio és k/n i que la taxa de redundancia
és (n—k)/n.

Quan G és sistematica a 'esquerra i x = mG els primers k caracters de x
son els de m. Si G és sistematica a la dreta m ocupa les tltimes k posicions
de x. Un dels avantatges de les codificacions sistematiques és la facilitat de
recuperar m a partir de x.

Tornant als exemples de 7.1.2:

Ezemple 7.2.4. 1. El codi binari C; = (1100,0011) no admet una forma sis-
tematica. Observem pero que tenim la identitat situada a la segona i
tercera columna. Si utilitzem la matriu generadora

1100
G= (O 0 1 1) ’
El missatge m = (1,1) és codifica com

mG(l,l)(é é (1) (1’)(1,1,1,1).

2. Una matriu generadora del codi binari C5 = (1100, 0011, 0110) és la segiient:

G, =

OO =

1 00
0 1 1
1 10
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Fent transformacions per files arribem a la forma sistematica:
1 0 01
Go=10 1 0 1
0 0 11
Si codifiquem m = (0,1, 1) amb la primera obtenim

1
mG, = (0,1,1) [ 0
0

—_ O =

0 0

1 1 = (07 17 07 1)7
1 0

mentre que si el codifiquem amb la segona obtenim

1
mG, = (0,1,1) | 0
0

O = O
_ o O

1
1| =(0,1,1,0).
1

7.3 matriu de control

Un subespai C de F" també el podem definir com el conjunt de solucions d’un
sistema lineal homogeni:

hijz1 4+ +hipe, =0

: (7.3.1)
hr,lxl +--+ hr,nxn =0
Expressat matricialment
hi hin T 0
: =|: (7.3.2)
hr,l hr,n Tn 0
hi hin
Si notem x = (x1,...,z,) i H=|[ : |, Pequacié (7.3.2) s’escriu:
hr,l hr n
Hx'=o0. (7.3.3)

Si k és la dimensi6 de C llavors k = n — rang(H). Eliminant files podem
suposar que r = rang(H) i per tant k +r = n. A la matriu H I’hi direm matriu
de control. D’ara en endavant usarem r per denotar n — k i ’anomenarem
codimensio.

Definicié 7.3.1. Una matriu de control d’un codi lineal C és una matriu H de
rang maxim tal que
x € Csii Hx' =0,

Pel que hem dit abans les matrius de control tenen r files i n columnes.
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7.3.1 Relacié entre matriu generadora i matriu de control

La proposicié segiient ens diu quina relacié hi ha entre les matrius generadores
i les matrius de control d’'un mateix codi.

Proposicié 7.3.2. C1,Co CF"™ codis lineals de la mateiza longitud i dimensio.
Suposem que G és una matriu generadora de C1 i H és una matriu de control de
Cy. Llavors C; = Cs sit HGt =0

Demostracié. Si HG* = 0 és facil comprovar que C; C C2: H(mG)! = HG'm =
Om = 0. Com que tenen la mateixa dimensié han de ser iguals. Reciprocament,
si sén iguals i prenem m € F* llavors HG*m' = H(mG)! = 0. Com que m és
qualsevol, llavors HG! = 0. O

Com que la matriu trasposta de HG! és GH?, la condicié
HG'=0 (7.3.4)

és equivalent a GH® = 0. Quan volem trobar G a partir de H (per trobar H a
partir de G es fa analogament) el que hem de fer es trobar una base de solucions
del sistema:

Hz'=0 (7.3.5)

(o del sistema Gz! = 0 si volem trobar H a partir e G). Es a dir, el pas
de G a H i a l'inrevés es redueix a trobar una base de solucions d’un sistema
homogeni.

SiG = (I k| B) esta en forma sistematica, és facil comprovar que

H=(-B" | Iny) (7.3.6)

és una matriu de control. Com que H és de rang maxim amb les dimensions
adequades veiem que se satisfa (7.3.4):

Iy,
HG'= (-B" | Iny)|—|=-B'Iy+1,.4,B'=—-B"+B'=0.
Bt

Un bon metode per passar de G a H (i a U'inrevés) consisteix a aplicar Gauss-
Jordan a G, permutant columnes eventualment, i aplicar la férmula (7.3.6).
Al final cal desfer a H les permutacions de columnes que hagim fet a
@, és a dir, aplicar a H la permutacié inversa de la que hem aplicat a G. Aquest
metode és equivalent a resoldre (7.3.5) per Gauss-Jordan.

Tornem als exemples de 7.1.2.

Ezemple 7.3.3. 1. Sabem que
1100
G = (O 0 1 1>

és una matriu generadora de C;. En aquest cas, si fem el procés obtenim
la mateixa matriu.
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2. Sabem que
1100
G=10 1 1 0
0 0 1 1

Gauss-Jordan arribem a

-+

és una matriu generadora de C3. Fen

S O =
o = O
— o O

1
1
1

i per tant H = (1 1 1 1) és una matriu de control.

Analogament a com ho fem a G, podem aplicar transformacions elementals
per files a H i obtenim noves matrius de control del codi. La raé és que aplicar
aquestes transformacions a les equacions d’un sistema lineal no en canvia el
conjunt de les seves solucions. Tenint en compte la simetria de 'equacié (7.3.4),
podem intercanviar els papers de G i H i per tant el mateix sistema serveix per
a obtenir G a partir de H.

7.3.2 Distancia minima i matriu de control
El calcul de la distancia minima d’un codi es pot simplificar gracies al fet segiient.

Proposicié 7.3.4. C un codi lineal amb matriu de control H. 6(C) és igual al
minim nombre de columnes de H que son linealment dependents.

Demostracio. Notem per s el minim nombre de columnes dependents i per
hy,...,h, les columnes de H. Six € Cité pes §, Hx' = z1hy +---+z,h, =0
i per tant les  columnes de H que corresponen a les coordenades no nules de
x s6n linealment dependents. Aixd demostra que § > s. Inversament, si tenim
s columnes de H dependents A; h;, + -+, +A; h;, = 0 llavors tots els A;; sén
no nuls (altrament hi hauria menys de s columnes dependents) i la paraula x
definida per x;; = A;, per j = 1...s1 zero a les restants coordenades és del codi
i té pes s. Aix0 demostra que s > §. O

Corollari 7.3.5. En tot codi lineal 6 <r + 1.

De fet no és gaire dificil de demostrar que aquesta desigualtat també val per
als codis no lineals, i és coneguda com fita de Singleton. Als codis que satisfan
6 =71+ 1 en direm separables a mazima distancia, en angles MDS.

Aquests codis sén un cas particular del que s’anomena codis optimals. Un
codi és optimal quan té la maxima dimensié possible entre tots els codis de
la mateixa longitud i mateixa distancia minima. L’interes dels codis optimals
esta en que, per a una longitud i capacitat correctora fixada, sén els que tenen
maxima taxa de transmissié.

Es interessant expressar el coroll ari 7.3.5 en termes de la capacitat detectora
i correctora:

e La capacitat detectora és com a molt r.
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e La capacitat correctora p és com a molt r/2.

Ezemple 7.3.6. 1. Sigui C; el codi binari que té per matriu generadora
100 0110
G = 000 01 01
10 01 0 0 11
0O 001 1 11

Una matriu de control és

1 1 0 11
H=(|1 01 1 0
01 110 01

—_
o O

Com que no hi ha columnes nules (6 > 1) ni dues columnes iguals (6 > 2) i
la primera és la suma de la cinquena i la sisena, § = 3. Es un [7, 4, 3]-codi.

2. Sigui Cs el codi que té per matriu generadora

2

a a 1 0 0
G=[a o> 0 1 0],
1 1 0 0 1

sobre Fy = Fa[z]/(z* + x + 1), on a = Z. Una matriu de control de Cs és
1 0 o a 1
H= <0 1 a o? 1) ’

Es veu que § = 3 ja que no hi ha dues columnes dependents i que qualssevol
3 columnes ho sén, ja que sobrepassem el rang de H. Es un [5, 3, 3]4-codi.

7.3.3 Deteccid i correccié per sindrome

Les matrius de control s’utilitzen tant per a la deteccié com per a la correccié
d’errors. Un cop triada una matriu de control H, siy € F" s’anomena sindrome
de y al vector S(y) = Hy'. La deteccié d’errors és molt simple: es mira si la
sindrome del missatge rebut y és zero o no.

Pel que fa a la correccid, observem que si s’ha enviat x i s’ha rebut y = x+e,
on e denota el vector d’errors

S(y)=H(x+e)' = Hx' + He' = He',

ja que x és una paraula del codi. Com que el nombre d’errors és el pes de e, el
descodificador per minima distancia ha de buscar e de pes com a molt p (que
sera de pes minim) tal que

He' = S(y). (7.3.7)

Si mirem (7.3.7) com un sistema amb e com a incognita ( H i S(y) sén cone-
gudes), la solucié de (7.3.7) de pes minim rep el nom de lider (o lider de la
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classe de les solucions dels sistema). Casa sindrome té un lider. Buscar el lider
correspon a buscar el minim nombre de columnes de H de les quals S(y) n’és
combinacié lineal. Aquest meétode en general és massa lent i el que se sol fer és
tenir precalculada una taula de sindromes i liders. Com que només necessitem
els liders quan aquests tenen pes com a molt p, aixo en principi (si no tenim en
compte el cost en temps i espai) és senzill: només cal calcular He® per a tots
e amb |le|| < p. En general, perd, aixd és massa costds en espai doncs la taula
haura de tenir tantes entrades com paraules de longitud n i pes com a molt p.

Aquest nombre és
n .
_ 1)
( l) (¢—1)",

i en els codis que s’empren actualment resulta impracticable. Per exemple,
en televisié digital per satellit, actualment s’utilitza un codi Reed-Solomon
RS(204,188) (utilitzant la notacié del capitol 9). Aquest és un codi lineal
amb parametres [204, 188, 17]256 que corregeix fins a 8 errors. Una taula de
sindromes i liders per a quest codi tindria

p

=1

8
204 .
> ( : ) (255)" = 1157599170407964753465733575201420 ~ 1.1576 - 10%3

‘ 7
=1

entrades!

Els metodes aqui descrits funcionen amb qualsevol matriu de control H,
encara que el calcul de les sindromes i els liders depenen de la H triada. Cal
fixar una matriu de control per a tot el procediment.

Ezemple 7.3.7. 1. el codi C; de P'exercici 7.3.6 corregeix un error. Si codifi-
quem m = (1,0,1,0) amb G obtenim x = mG = (1,0,1,0,1,0,1). Si es
produeix l’error e = (0,0,0,1,0,0,0) rebem y = (1,0,1,1,1,0,1). calcu-
lant la sindrome amb H obtenim S(y) = (1,1,1). Com que (1,1,1) és la
quarta columna de H, el descodificador detecta que hi ha un error a la
quarta posicio i el corregeix. La taula de sindromes i liders, en aquest cas,
consisteix en les set columnes de H acompanyades amb el corresponent
vector de pes 1 que indica la columna:

Lider 1000000 | 0100000 | 0010000 | 0001000
Sindrome 110 101 011 111

0000100 | 0000010 | 0000001
100 010 001

2. el codi Cy de l'exercici 7.3.6 corregeix un error. Si hem rebut la paraula
y = (a?,0,02, a, a?), calculant la sindrome amb H obtenim S(y) = (1, a?)
i deduim que s’han produit errors. Com que (1,0?) = a(a?, a) el desco-
dificador detecta que hi ha un error de magnitud « a la tercera posicio,
ie., e=(0,0,0,0,0)ipertant x =y —e = (a2,0,1,,a?).
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Si hem usat G per codificar llavors el missatge esta a les tres ultimes
posicions de x, m = (1, a,a?). Si calculem la taula de sindromes i liders
en aquest cas obtenim:

Lider 10000 | «0000 | 2000 | 01000 [ 0000 | 02000 | 00100

Sindrome 10 a0 a20 01 O 0a?2 o
00a00 | 00200 [ 00010 | 0000 | 00020 | 00001 | 0000« | 00002
1a? al aa’ o?1 la 11 oo o?a?

El calcul de e a partir de S(y) = (1, a?) el podem fer buscant la sindrome
a la taula anterior i obtenim e = 00c00.



Capitol 8

Codis Polinomials

D’ara en endavant, les paraules d’un codi les designarem amb les lletres u,v,w, ...
i identificarem paraules u = (ug,...,un—1) € F* de longitud n amb polinomis
u(x) = ug +urx + - - Uy 12" de grau com a molt n — 1 amb coeficients a F.
F|x],, denotara els polinomis a coeficients dins F de grau menor que n. Estem
identificant F™ amb F[z],.

Definicié 8.0.8. Si g(z) = go+¢g12+ - -+ grz" € F[z] és un polinomi de grau
r (és a dir, g, # 0) amb terme independent no nul (és a dir, g(0) = go # 0) i
n > r, el codi polinomial generat per g de longitud n és, per definicié

Cyn = {u(z) € Flz],, | g(x) divideix u(z)} .

A vegades la longitud del codi queda clara pel context i ometem la n del
subindex. Si u(z) € Cy,,, Navors u(z) = m(x)g(z) on m denota el quocient de
u(zx) per g(x), que ha de ser de grau menor que n — r. Aix{

Cyn = {m(z)g(x) | m(z) € Fla]n_r}.
Observacic 8.0.9. Cy,, és un codi lineal.
Demostracid. Si ui(z),us(x) € Cy, lavors ui(x) = ms(x)g(x) per a certs
m;(x) € Fla]n—p. Si A,A2 € F llavors A (mq(z)g(x)) + Aa(ma(x)g(z)) =
(Ama(z)+Aama(x))g(x), 1 per tant Ay (ma (z)g(z)) +A2(ma(z)g(z)) € Cgn. O
8.1 Rafegues d’errors
Una de les gracies dels codis polinomials és la seva utilitat per a detectar rafegues
d’errors. Una rafega d’errors és, essencialment, una colla d’errors en posicions
consecutives. Més precisament, és un vector de la forma

(0,...,0,61‘,...763‘,0,...,0),

53
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amb e; # 01 e; # 0 (les posicions intermedies poden ser nulles). La longitud
de la rafega anterior és j — i + 1 (el nombre de posicions que hi ha entre ¢ i j
comptant aquestes).

Si emprem notacié polinomial i u(z) = w;z® + -+ + ujz? amb u;,u; # 0,
u(zx) és una rafega de longitud j — i+ 1.

Proposicié 8.1.1. Tot codi polinomial amb polinomi generador de grau r de-
tecta totes les rafeques d’errors de longitud com a molt r.

Demostracio. Veiem primer que tota paraula del codi diferent de 0 és una rafega
de longitud més gran que r. Tota paraula u(z) # 0 del codi és de la forma
u(x) = m(x)g(r) per un cert m(x) = msx® + - + mux' amb mg # 0,m; # 0.
Aixi u(z) = (msz®+---+mxt)(go+- -+ gr2") = msgox®+- - - +mug.x" T que,
vist com a rafega, té longitud r + 1+ (t — s) > 7, ja que msgo # 0, meg, # 0.
Si hem enviat v i hem rebut v(z) = u(z) + e(z) i s"ha produit una rafega
d’errors e(x) # 0 de longitud com a molt r, com que e(x) no és del codi llavors
v(x) tampoc serd del codi i per tant detectarem error.
O

8.2 Matrius generadores i de control

8.2.1 a partir de g(z)

Com que
Cyn = {m(x)g(x) | m(z) € Fla]n—r},

els polinomis g(z),zg(x),z%g(z), ..., 2" ""1g(x) formen un sistema generador
de Cy . Si els posem en fila, obtenim la matriu segiient:

g9 -+ g 0 0
0 g0 - 9gr 0

(8.2.1)
0 - 0 go - gr

El menor de mides (n —r) x (n — r) situat a Uesquerra de la matriu(8.2.1) és

go 91
0 go

que té determinant no nul perque gg # 0. Aix0 ens diu que (8.2.1) és de rang
maxim i per tant és una matriu generadora del codi. A més, aquest codi admet
una codificacié sistematica. De la mateixa manera, si observem el menor situat
a la dreta també té determinant no nul (g, # 0), per tant els codis polinomials
admeten codificacions sistematiques tant a la dreta com a ’esquerra.
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Aix0 també ens diu que la dimensié d’aquest codi és k = n — r. Dit d’una
altra manera: el grau del polinomi generador coincideix amb la codimensio.

No és dificil comprovar que la codificacié consistent multiplicar per (8.2.1)
coincideix amb la codificacié segiient, consistent en multiplicar m(x) per g(x):

m(x) — u(x)=m(z)g(x).

8.2.2 sistematica

Ja hem vist que C, ;, admet codificacions sistematiques a la dreta i I’esquerra.
La codificacié sistematica a la dreta és la segiient:

Flzl,  — Flz],

m(xz) — u(x)=m(z)z" + a(x),
on, a(z) és el reste de dividir —m(z)z" per g(x), ja que m(z)z" + a(z) =
0( mod g(z)) per ser u € Cy .

Si notem per a;(z) el reste de dividir —2**" per g, aquesta codificacié envia
z' a 27" 4 a;(x), i la matriu generadora d’aquesta codificacié és, per tant,

(A | 1) (8.2.2)

on A és la matriu que conté els a; posats en fila. Com que a; és congruent amb
—z" T modul g, (8.2.2) podem notar-la aixi:

—— —2"modg —
I, (8.2.3)

=1 mod ¢

— -

Aplicant la formula (7.3.6) obtenim la seglient matriu de control:

H=| r r™mod g ... 2" 'modg (8.2.4)

Ezxemple 8.2.1. F=TFyi g =234+ 2+ 1. En el codi generat per g de longitud
7, Cg,7, la matriu corresponent a codificar multiplicant per g és

1101 0 00

a0 110100
1 oo01 1010
000T1T1U01

Si calculem 23, 2%, 2%, 2% mod g ens va donant 1 + z,x + 22,22 + 23 =14+ 2 +
22,2z + 22 + 23 = 1+ 22, i la matriu generadora sistematica a la dreta és
1 1.0 1 0 0 O

Gy =

=)

11 0 1 0
1100 0
01 00 1

o = O
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Usant (7.3.6) tenim que
100 1 011
H=101 01110
0 01 0111

és una matriu de control. Es facil comprovar que el minim nombre de columnes
dependents és 3 i per tant 3 és la distancia minima.

Si m = (1,0,0,1) i usem la primera codificacié, m(z) = 1 + 2*, u(z) =
m(z)g(z) = 1+ 2) 1+ 2+ 23) = 1+ a2+ 2* + 25 Obtindrfem el mateix
multiplicant per G.

8.2.3 a partir del zeros de g(z)

Un cas important és quan el polinomi generador g(z) factoritza linealment sense
zeros multiples, és a dir, quan

g(a) = (z —ar)---(x - ar)

amb aq, . .., a, diferents dos a dos. En aquest cas g(z) divideix u(z) sii u(a;) = 0
per cada 7. Aix{

Cyn =A{u(z) €eFlz], |u(a;) =0, i=1...7},
i com que u(a) = ug + u;a + - - - U, 1™t resulta que

1 g af -+ of
H=|: : (8.2.5)

és una nova matriu de control de Cy .. Calcular la sindrome s = S(v) amb
aquesta matriu és el mateix que substituir els a; en v(x): si s = (sg,...,80—-1)
llavors s; = v(a;4+1). Aquesta matriu de control és la que utilitzarem en els
codis de Reed-Solomon per a corregir errors.

8.3 Codis Ciclics

Siu= (ug,...,un—1) € F", el desplacament ciclic de u és
o) = (Up—1,Up, U1, ..., Up—_2).

Definicié 8.3.1. Un codi ciclic és un codi lineal tancat per desplacament ciclic,
i.e, un codi lineal que a més verifica la propietat segiient:

Siu € C llavors o(u) € C.
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Observem que un codi ciclic C és tancat per desplacament ciclic invers; i.e.,

siu= (ug,...,un—1) € C, lavors (uq,...,upn—2,un—1,ug) € C. Aixd és degut a

que un desplacament ciclic invers coincideix a fer n — 1 desplacaments ciclics:
_ (n—1

(U1, ... Up_o,Un_1,1u) = o™ D (u).

Si fem servir la notacié polinomial, i u(x) € F[z],, el desplacament ciclic de
u(z) es calcula aixi:

o(u(x)) = a(uo + - up12" 1) = wox + - Up 22"+ up_1 =

U + U2 A Uy 18" — Uy 18"+ Upg = 29 () — Upy—q (27— 1).
Es a dir:
o(u(x)) = zg(x) — up—1(z™ — 1).

Anem a veure que els codis ciclics sén un cas particular de codis polinomials.
Més precisament veurem que els codis ciclics sén precisament els codis polino-
mials tals que el se polinomi generador g(x) satisfa g(z) | 2™ — 1, on n és la
longitud del codi.

Proposicié 8.3.2. Sigui C C F"™ un codi lineal. Llavors C és ciclic sii C = Cg p,
per algun polinomi g(x) amb terme independent no nul i tal que g(x) | 2™ — 1.

Demostracid. Primer veiem que un codi de la forma Cy ,, amb g(z) | 2™ — 1 és
ciclic. Si u(z) € Cyp, llavors o(u(z)) = zu(r) — up—1(a™ — 1) € Cyn, ja que
g(z) divideix u(z) i ™ — 1 i per tant g(x) | zu(x) — up—1 (™ — 1).

Suposem ara que C és ciclic. Veiem primer que C és polinomial. Pre-
nem 0 # g(x) € C de grau minim i sigui r el seu grau. ¢(0) # 0, altra-
ment, aplicant un desplagament ciclic invers tindriem un polinomi de grau me-
nor que 7. Per ser C ciclic també zg(x),...,2" " lg(x) € C i per linealitat
Cyn = {m(x)g(z) | m(z) € Fla],—r} C C. Per tal de veure Cy,, = C només cal
veure C C Cy,. Sigui u(x) € C qualsevol. Si fem la divisié Euclidia de u(x)
per g(x) obtenim una expressié u(z) = ¢(x)g(x) +r(z) amb g(x) de grau menor
que n —r i r(x) de grau menor que r. Com que tant u(x) com g(x)g(x) estan a
C (aquest ultim perque esta a Cj,) també r(x) ha de ser de C. Perd com que
r(z) és de grau menor que 7 ha de ser zero. Es a dir, u(z) € Cy .

Ara només queda veure que g(z) divideix z™ — 1. Sigui u(z) € Cy,,, tal que
Un—1 # 0. Aix0 sempre es pot aconseguir per desplacament ciclic. Com que
o(u(x)) = zu(x) —un—1(2"—1) € Cy » llavors g(z) divideix zu(x) —up—1 (2" —1).
Com que g(z) també divideix u(z) arribem a la conclusié que g(x) divideix
Un—1(2™ —1). Com que u,—1 # 0 llavors g(x) divideix z™ — 1. O

8.3.1 Polinomi de control

Sigui C és un codi ciclic amb polinomi generador g(x) monic. com que g(x)
divideix ™ — 1, el quocient 2™ — 1 per g(x) el denotarem per h(x). Es a dir,
h(z) és el polinomi monic tal que g(z)h(z) = 2™ — 1, i rep el nom de polinomi
de control. Com que h(z) té grau k, és de la forma:

h(z) = ho + hiz + - - - + hya®.
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Ara veurem que el polinomi de control ens dona una matriu de control.

Proposicié 8.3.3. Si C C F" és un codi ciclic amb polinomi de control h(x),
llavors

0 - 0 0 hp - ho
0 - 0 hg -+ ho O

H . . (8.3.1)
hy -+ hy O 0O --- 0

és una matriu de control de C.

Demostracio. Obviament H té les dimensions adequades i rang maxim, perque
tant hg com hj sén no nuls. Només cal veure que GH! = 0. Perd

0 0 oo 0 hy

go e gT 0 oo 0 . .

0 go e gr .. 0 0 hh hl

GH' = S S hi  hi—1 ho
0 0 g0 gr : : :

hi  ho o -~ 0

ho 0 o --- 0

(8.3.2)

Només cal adonar-se que el resultat de multiplicar la fila ¢ de G per la columna
j de H® és el coeficient d’index n+ 1 — (i + j) del polinomi g(x)h(z). Com que
1<i<kil<j<r aixo ens dona tots els coeficients de grau entre 1in — 1
de g(x)h(z). Com que g(z)h(z) = ™ — 1 sén tots igual a zero. O



Capitol 9

Codis de Reed-Solomon

9.1 Definicié i propietats basiques

Definicié 9.1.1. Siguin £ < n i € F d’ordre més gran o igual que n, r = n—k.
El codi de Reed-Solomon RSgs(n,k) és el codi polinomial de longitud n amb
polinomi generador g(z) = (x — B)(x — %) --- (z — 8").

La matriu de control que farem servir per descodificar sera la matriu donada
per (8.2.5), que en aquest cas es converteix en:

1 ,6 52 . ﬁnfl

1 62 64 . 52(71—1)

S . (9.1.1)
i ﬁ.r ﬂQr . 67‘(7.7,71)

Proposicié 9.1.2. RSs(n,k) és MDS i per tant corregeiz fins a p = |r/2]

ETTors.

Demostracio. Hem de veure que cada r columnes de H sén independents. Si
0<ni <o < - <1 <n-—-1

Bl ... B 1 e 1
2 . 2i, it L i
8 il IR g
61;1'1 . : . ﬁMT ﬁ(r_.l)il . _. . /B(T—.l)ir
i aquest 1ltim determinant és el determinant de Vandermonde de 3%1,..., 3",
que és no nul perque tots aquests elements sén diferent ja que l'ordre de 0 és
més gran o igual a n. O

Normalment es pren r parell (o equivalentment § senar). En aquest cas tot
és més senzill: p=1/21ir— p=p. aixd simplifica la forma de les matrius que
intervenen al sistema de descodificacié PGZ.

59
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9.2 Polinomis localitzador i1 avaluador

Suposem que s’han produit ¢ errors amb ¢ < p i que Perror és e(z) = e;, 2™ +
e;,x". Sidenotem per P = {iy,...,i} el conjunt de les posicions d’error, podem
expressar el polinomi e(r) aixi: e(x) =) ;. pe;z’.

Definicié 9.2.1 (polinomis localitzador i avaluador). Els polinomis loca-
litzador A i avaluador w de l'error e(x) sén, respectivament:

ANz) = H(l — Biz) (9.2.1)
w(z) = Z eifft H (1—px) (9.2.2)

i

Observem que el polinomi localitzador té grau ¢ i el avaluador grau ¢t — 1 i
que el terme independent de X és 1. Els escriurem \(z) = 1+ Mz + --- Nzt i
w(x) =wo +wiz + - -wigzth

El polinomi localitzador serveix per calcular les posicions d’error: els seus
zeros sén { B i€ P}. El polinomi avaluador serveix per calcular les magni-
tuds e; de lerror mitjancant la férmula segiient, coneguda com a férmula de
Forney.

Proposicié 9.2.2 (Férmula de Forney). Sii € P,

_—w(BT)
¢ = S5 (9.2.3)

Demostracid. Si calculem la derivada A de A obtenim

N)=>_-p ][0 -p2)
ieP sep
i substituint 3,
N =g [T -,
T
Substituint 3% a w,
w(B) =ep [J1-579,

J#i

d’on surt (9.2.3). O

La sindrome s(x) = sg + s12 + - -+ 8,127~ d’un missatge rebut v(z) sera
la que es calcula multiplicant per la matriu (9.1.1). També es pot calcular
fent s; = v(#71). Com que v(z) = u(z) + e(x) i u(f*') = 0 resulta que
s; =v(pIT) =e(piT) = Zei,é’i(jﬂ) per j=0,...,7— 1.

ieP
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Teorema 9.2.3 (Identitat fonamental).
w(x) = s(x)A(z) (mod z") (9.2.4)

Demostracio.

w() :Z e8! :Zeiﬁi(1+ﬁix+(ﬁix)2+(6ix)3_~___.> _

1-— Bz
i€P p i€P

() (S (S (S

i€P icP i€eP iceP

=e(B) +e(f?)r +e(f)z? +e(fNad 4 - =
= s(x) 4+ Termes de Grau Superior a (r — 1) .

Hem vist doncs que

S = o)+ R(),
on R(x) és una série de poténcies. Multiplicant per A(z) obtenim w(x) =
s(x)A(x) + 2" A(z)R(x), on ara A(xz)R(z) és un polinomi. O

9.3 El métode PGZ millorat

El metode PGZ (Peterson-Gorenstein-Zierler) és el primer que es va publicar
per a la descodificacié (correccié d’errors) dels codis de Reed-Solomon. Encara
que quan el nombre d’errors a corregir és gran resulta poc eficient, per a pocs
errors resulta factible, fins i tot, fent calculs ‘a ma’.

Si escrivim les equacions de (9.2.4) corresponents als monomis de graus
t,...,r — 1 obtenim:

0 = 80>\t + 31)\t—1 + - + St—l)\l + St
0 = S1A¢ + SoMho1 A+ -+ stA s

. . . . (9.3.1)
0 = S+ Sr—the + o0 4+ Sr_od 4 Sp_

Si pensem (9.3.1) com un sistema lineal amb incognites

(_>\t7 _)‘t—lv DR} —)\1)5
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la matriu d’aquest sistema és

S0 S1 ce St—1 St
S1 52 cee St St4+1
St—1 S¢ st Sop—2 S2t—1 (9.3.2)
St St+1 " S2t—1 S2t
Sp—t—1  Sp—t - Sr—2 Sr—1

Veurem que el sistema (9.3.2) és compatible i determinat. De fet el menor ¢ X ¢
situat a l'extrem superior esquerra és no nul. El problema d’aquest sistema
és que necessitem saber el nombre d’errors ¢ per tal d’escriure’l. En lloc de
(9.3.2) usarem la matriu S definida a continuacié!, que no té aquest problema.
La tunica diferéncia entre aquestes matrius és la forma. (9.3.2) té més files que
columnes en general, al revés que (9.3.3); pero ambdues tenen en comu la caixa
de dimensions t x (¢t + 1) situada a lextrem superior esquerre :

SO Sl . e St*l St Sp
51 82 Tt St St+1 T Sp+1
S = St—1 St T S2t—2 S2t—1 o Sptt—1
St St41 e S2¢t—1 S2t tee Sp+t
S(r—p)—1 S(r—p) "7 S(r—p)+t—2 S(r—p)+t—1 Tt S2p-1
(9.3.3)

Denotem per S; el menor ¢ x ¢t de S situat a la part superior esquerra de (9.3.2)
i(9.3.3):

S0 S1 St—1
sl 52 ... St
S = . . . (9.34)
St—1 St S2t—2

Teorema 9.3.1. La matriu S té rang t i el determinant de Sy €s no nul.

Demostracio. Comencem veient que Sy té determinant no nul. Per fer aixo
primer veurem que S; és igual al producte matricial segiient:

t

ﬂQll . /82” 6?1 . . 611 . 6“
ﬂz;il . ﬂiit T ﬁ(t—.l)il . 6(1&—.1)1‘t

(9.3.5)

Len el cas en que 7 és parell  — p =7, 2p = r i la matriu té p files i p + 1 columnes
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on P = {iy,..., it} sén les posicions d’error. L’element situat a la fila u columna
v de (9.3.5) 68 ayp = > ;cp BTV = e(BUHUTY) = 5,40 0 PEIO Sy4o—2 68
precisament ’element situat a la fila u, columna v de S;. Si calculem el determi-
nat de Sy mitjancant (9.3.5) obtenim det(S;) = det(V (8%, ..., 8))* [L;cp i3,
que no s’anulla, doncs la matriu de Vandermonde V(5,..., %) té determi-
nant no nul. Ara veurem que tot menor A; d’ordre [ > t de S té determinant
nul. Suposem que hem pres les files ji,...,; i les columnes kq,..., k;. Primer
velem que A; es pot expressar matricialment:

t

givin .. i ﬂ(klfl)il . ﬂ(klfl)it
5]’2% ... 53’2% e, - 0 5(@—1)1‘1 ... @(szl)it
ﬂj.m .. ﬂj.ﬂt 0 - e ﬂ(éz*i)il . ﬁ(kﬁl)it

(9.3.6)
L’element situat a la fila u columna v de (9.3.6) 6s ay,u = Y ;e p €0 Hhv 1) =
Sku+k,—2, que és precisament l’element situat a la fila u, columna v de 4;. Com
que la matriu de l'esquerra de (9.3.6) té ¢ columnes, el producte no pot tenir
rang superior a t, i per tant el determinant de A; s’anulla. O

Com que S; és el menor superior esquerra de la matriu del sistema (9.3.2),
aquest sistema és compatible i determinat. A més, per tal de calcular el polinomi
localitzador n’hi ha prou amb resoldre el sistema segiient:

S0 S1 St—1 St
S1 52 St St+1
. : (9.3.7)
St—1 St S2t—2 S2t—1

la solucié del qual sera doncs:
(=, = Aim1, -0 —A1).

Ara bé, com que S conté (9.3.7) a la part superior esquerra, quan fem Gauss-
Jordan amb la matriu S (sense permutar columnes, no cal), pel Teorema 9.3.1
arribarem a una matriu del tipus

1o 0| =X

0 1| =N\

0 5 : e (9.3.8)
0 --- 0 0 e 0

d’on s’obté el nombre de zeros t i el polinomi localitzador tot d’una.
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Aquest és el metode PGZ (Peterson-Gorenstein-Zierler) millorat?: Primer
calculem la sindrome s(z) mitjancant la férmula s; = v(3F!) peri =0...r —1.
La manera més eficag de fer aquestes substitucions és mitjangant Ruffini. A
continuaci6 fem Gauss-Jordan a S fins arribar a una matriu de la forma (9.3.8).
Amb aix0 obtenim ¢ i A(x). El polinomi avaluador es calcula a partir de la
identitat fonamental (9.2.4). A continuacié es calculen els zeros de A(z) per
tal d’obtenir les posicions d’error P. El metode consisteix en provar successi-
vament els valors 7% per i = 0...n — 1. Finalment amb la férmula de Forney
(proposicié 9.2.2) obtenim les magnituds dels errors.

9.4 El metode de Suniyama o Euclides Estes

Un altre metode és I'algorisme de Suniyama o Euclides Estes. si escrivim 1’e-
quaci6 fonamental (9.2.4) com

w(z) = Ma)s(z) + plx)z” (9.4.1)

té una certa semblanca a una identitat de Bézout pels polinomis s(x) i 2", perd
w(z) no és el med de s(z) i ", que és 1 ( 0 no és un zero de w(x)). El metode
de Suniyama consisteix a aplicar ’algorisme d’Euclides Estes per tal de calcular
una identitat de Bézout, pero aturant-se quan el reste sigui de grau menor que
p. Veiem-ho amb una mica més de detall.

De la mateixa manera que l'algorisme d’Euclides, calcularem restes de divi-
sions euclides, que denotarem per wg(x), w1 (z), wa(x), ..., w;(x) definits de la
manera seglient:

Wwop= T
w1 = s(x) (9.4.2)
Wi—1 = Wiq; + Wit1,

wi+1 1 g; s’obtenen com el reste i quocient de dividir w;_; per w;. Els graus dels
polinomis w; decreixen (estrictament) durant tot el procés ja que comencen per
deg(wg) = r ideg(wy) <r—1. A més deg(q;) = deg(w;—1) — deg(w;) > 0. El
procés l'aturarem quan haguem obtingut w;(x), que sera el primer reste amb
grau menor que p. Com que s(x) i 2" sén primers entre si, sempre hi podem
arribar (podem arribar a grau zero, el grau del med). També calcularem \;(x)
per ¢ = 0...j mitjancant:

A= 0
M= 1 (9.4.3)
Aig1 = Ai—1 — Nigi-

2E] sistema PGZ que es troba als llibres de text, primer calcula el nombre d’errors t
calculant el determinants de les matrius [ x [ situades a l’extrem superior esquerra de S
comengant per | = p i anant-lo disminuint fins trobar el primer amb determinant no nul.
Llavors es resol el sistema (9.3.2) sense les equacions que sobren,és a dir, amb només les ¢
primeres files.
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Els graus dels polinomis \; creixen (estrictament), ja que deg(A;+1) = deg(\;) +
deg(g;) 1 aquest ultim té grau no nul. Els polinomis p;(z) per ¢ = 0...5 que
definim a continuacié sén auxiliars per a la demostracié del Teorema 9.4.2; a
I’hora de calcular els polinomis localitzador i avaluador no els necessitarem i per
tant no caldra calcular-los:

po= 1
pr= 0
Hi+1 = Hi—1 — HiGi
Lema 9.4.1. FEls polinomis definits anteriorment satisfan:
1. Nis+ pix” = wy, peri=0...7.
2. Nig1pti — pipadi = (=1)%, peri=0...5 - 1.
3. deg(Nij+1) +deg(w;) =7, peri=0...5—1.
Demostracid. Es fan totes tres per induccié. Comencem per (1). Els casos
i =014 =1 s6n clars. Suposem que l'’equacié val per ¢ — 1 i 7. Llavors
Aig18 + pip1®” = (Nic1 — Nigi)s + (pim1 — piqi)x" = Ni—18 + pio120" — qi(Ais +
Wit") = wi—1 — qiw; = Wiyl
Per ¢ = 0 (2) també és clar; i si val per a i — 1 llavors Ajp1p; — phip1 Ay =
(Nim1 = Ni@i) i — (i1 — pagi) Ni = N1 ps — i1 hg = —(=1)771 = (=1)%
Veiem ara (3). Per i = 1 és clar. El pas d’induccié és immediat tenint en
compte que deg(A;+1) = deg(\;) + deg(q;) i deg(w;—1) = deg(w;) + deg(q;). O
Teorema 9.4.2. Si \j(z) i w;(x) sdn els polinomis obtinguts mitjancant
l’algorisme descrit anteriorment, llavors

Az) = a)j(z) i w(z) = aw;j(z)
per a un cert a € F*.

Demostracid. Multiplicant (9.4.1) per \;(x), multiplicant I’equaci6 (1) del Le-
ma 9.4.1 per A(z) i restant obtenim

Ajw — Aw; = (Ajp — Apy)x”. (9.4.4)

Ara be, per (3) del Lema 9.4.1 i com que deg(w;j—1) > p, deg(\;) < r —pi per
tant deg(A\jw) <7 —p+t < r. Com que deg(\w;) < t+ p < r, el polinomi
Ajw — Adw; té grau menor que 7 i per tant és el polinomi nul. De

Aj(@)w(z) = A )w;(z)

i com que A(z) i w(x) sén primers entre si, deduim A(z) | A;(z). Aixi A\;j(z) =
a(z)A(z) i wj(z) = a(z)w(z) per a un cert polinomi a(x). Per 9.4.4 també

Aj(@)p(z) = Az)ps(x).

Ara bé, per (2) del Lema 9.4.1 \; i p; sén primers entre si i per tant \;(x)
divideix A(z). Tot plegat A i A; tenen el mateix grau i per tant el polinomi a(z)
de fet és una constant. O
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El metode de Suniyama (o Euclides Esteés) és el segiient. Primer calculem la
sindrome s(x) mitjancant la férmula s; = v(8+!) peri = 0...7 — 1. La manera
més eficag de fer aquestes substitucions és mitjangant Ruffini. A continuacié
obtenim les successions w; i A\; per ¢ = 1...j definides a (9.4.2) i (9.4.3), on j
és el primer index on el grau de w; és (estrictament) menor que p. Tenint en
compte que el terme independent del polinomi localitzador és 1 podem calcular
la constant a del Teorema 9.4.2 i per tant obtenim els polinomis localitzador i
avaluador. A continuacié es calculen els zeros de X per tal d’obtenir les posicions
d’error P. El metode consisteix en provar successivament els valors 8¢ per ¢ =
0...n — 1. Finalment amb la férmula de Forney (9.2.3) obtenim les magnituds
dels errors.



