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Capitol 1

Introduccidé a la Teoria de
Conjunts

Nota

En un curs estandard d’introduccié als conjunts s’acostuma a comengar
pels ordinals, eina habitual per a l’estudi de 'aritmeética cardinal. Aqui
només he volgut fer una molt breu introduccié a I’axioma d’elecci6 i a
Paritmetica cardinal. El fet de no aprofundir en aquest ultim tema (no
tracto cofinalitats, per exemple) em permet evitar el ordinals. Aixd em
porta, pero, a cometre una petita incorreccio i donar una definicié de car-
dinal en desis per inconsistent. Aix0 no és greu: tot s’arregla pensant
que no defineixo propiament els cardinals siné la relacié ‘tenir el mateix
cardinal’ encara que no ho vull fer aixi perque els enunciats resul-
ten innecessariament artificiosos. Deixo com a exercici per al lector
avancat fer-ne una traduccié a aquest llenguatge.

Tampoc entro en el tema de les classes propies: encara que un enun-
ciat o un argument donat literalment pugui semblar incorrecte a un
coneixedor del tema (per exemple: apliquem un axioma de conjunts
a una classes propia), una modificacié menor de argumentacié ho
resolt. També ho deixo com exercici per a aquest lector avancat. La
filosofia darrera de tot aix0 és: no expliquis una dificultat (facilment
solventable) quan el lector no la veu.

1.1 L’axioma d’elecci6

L’objectiu d’aquesta seccié és fer una breu introduccié a I'axioma d’eleccié i la
seva utilitzacié en les matematiques actuals. També veurem la seva relacié amb
altres principis, com el ‘Lema’ de Zorn i el principi de bona ordenacié.
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Una funcié d’eleccié per una familia de conjunts (X; | ¢ € I) és una fun-
ci6 f I — [U;e; Xi tal que f(i) € X; per a tot i € I. Per exemple, si
(X; | i € I) és la collecci6 de tots el subconjunts de N la funcié f(i) = min X;
és una funcié d’eleccié per a la familia. En canvi, si pensem en la colleccié
de tots els subconjunts de R costa donar una funcié d’eleccié. De fet no hi ha
manera de construir-ne una explicitament. Sembla pero intuitivament clar que
si els conjunts sén no buits hauria d’existir una tal funcié. L’axioma d’eleccié
ens assegura precisament que tota familia de conjunts no buits té alguna fun-
ci6 d’eleccié. Aixo permet fer infinites tries al mateix temps sense necessitat
d’explicitar quin element triem en cada cas.

Definicié 1.1.1 (Axioma d’Eleccié). Tota familia de conjunts no buits té
alguna funcié d’eleccié.

Observem que 1’Axioma d’eleccié diu exactament que el producte cartesia
de conjunts no buits és no buit. Quan hi ha un nombre finit de conjunts no cal
aplicar I’axioma d’eleccié per tal d’assegurar que hi ha funcions d’eleccid, es pot
demostrar facilment I’existencia per induccié.

Ezercici 1.1.2. Demostreu que 'axioma d’eleccié és equivalent al principi segiient:
Donat X no buit, existeix f : P(X) — X tal que f(Y) € Y per tot Y €
P(X)\ {0}

L’axioma d’eleccié també és equivalent al Lema de Zorn i al principi de
bona ordenacié com veurem a continuacié. El lema de Zorn és un principi menys
intuitiu que 'axioma d’eleccié pero forcga ttil a ’hora d’aplicar-lo. Fixem primer
la terminologia. Un conjunt parcialment ordenat (X, <) es diu inductiu si tota
cadena (subconjunt totalment ordenat) té cotes superiors. Quan tot subconjunt
té minim es diu que el conjunt esta ben ordenat.

Definici6 1.1.3. Lema Zorn Tot conjunt parcialment ordenat inductiu i no
buit té elements maximals.

Principi de bona ordenacié Tot conjunt admet un bon ordre.

Teorema 1.1.4. L’Azioma d’eleccid, el Lema de Zorn i el Principi de bona
ordenacid sén equivalents.

Demostracié. Només demostrarem LZ = PBO = AFE. La implicaci6 AF =
LZ és facil un cop s’han introduit els ordinals (o s’ha vist que hi ha conjunts ben
ordenats arbitrariament grans), cosa que ens volem estalviar. Sense els ordinals
la demostracié és forga enrevessada i la ometrem.
PBO = AE. Si (X, | i € I) és una familia de conjunts no buits, prenent un
bon ordre en J;.; X; podem definir una funcié d’eleccié aixi: f(i) = min Xj.
LZ = PBO. Sigui X no buit. Considerem

S:={(4,R)| AC X, R ésun bon ordre en A}

ordenat per:
(A,R) < (A, R) sii
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A C A’ la restriccié de R’ a A és Ri A és un segment inicial de A’ per R'.

(S, <) és un conjunt parcialment ordenat i no buit. Veiem que també és inductiu.
Si {(As, R;) | i € I} és una cadena d’elements de (S, <), prenem A := J,; A;
i R = ;s Ri- Es facil comprovar que R ordena parcialment A. Veiem que
a més és un bon ordre. Sigui B un subconjunt de A no buit. prenem iy tal
que A;, N B és no buit i notem per a el minim de A;, N B per R. Només cal
comprovar que a és el minim de B per R. Si hi hagués un b € B menor que a
per R, b no pot estar a A;, perque a és el minim de A;, N B, i per tant b no esta
en cap A; contingut en A;,. Pero tampoc pot estar en cap A; que contingui 4;,
perque aquest ultim és un segment inicial de A;.

Pel lema de Zorn, (S, <) té elements maximals i sigui (A, R) un d’ells. La
demostracié acaba veient que A = X. Si no, prenem b € X \ A i R’ lextensié
de R a A’ := AU {b} que fa que b sigui més gran que tot element de A. Com
que (A, R) < (A’,R') € S arribem a una contradiccié amb la maximalitat de
(A, R). O

L’axioma d’eleccid, durant molt de temps, ha estat posat en dubte pel seu
caracter no constructiu. El seu us, pero, i de forma inconscient, és més habitual
del que en un primer moment podem pensar. Per exemple, de manera implicita,
ningd pensa que el producte cartesia de conjunts no buits pugui ésser buit (si
el producte cartesia d’un nombre finit no ho és, més encara el d'un nombre
infinit...), i aquest fet és precisament el que diu l’axioma d’eleccié. No només
aix0, sind que el seu us estd molt estés. Per exemple, tots sabem (i aix0 pertany
a les beceroles d’un curs de calcul de primer any) que una funcié f : R — R és
continua en un punt a € R sii per a tota successié (x, | n € N) que tendeix a
a la successi6 de les imatges (f(z,) | n € N) tendeix a f(a). Aquest senzill fet
no es pot demostrar sense ’axioma d’eleccié (exercici: feu-ne una demostracié
i descobriu on useu AE). Per exemple, el fet que tot cos té una tinica clausura
algebraica necessita de ’axioma d’eleccié tant a 1’hora de provar l'existencia
com a I’hora de provar la unicitat. D’altra banda, té consequencies ‘negatives’ o
no desitjables: L’existencia de conjunts de reals no mesurables de Lebesgue; els
enunciats d’un curs d’integracié deixarien de comegar per ‘Si S és mesurable....’
Qui no s’ha preguntat: Si hi ha subconjunts de reals no mesurables, perque no
me n’ensenyen un? On sén els conjunts no mesurables, si a ’hora de la veritat,
tot el que surt és mesurable....

1.2 El cardinal d’un conjunt

En aquesta seccié introduirem els nombres cardinals, el cardinal d’un conjunt
i les operacions aritmetiques basiques amb els nombres cardinals. Assumirem
(com és habitual en matematiques) I’Axioma d’Eleccié i per tant també el Lema
de Zorn, tot i remarcant-ho quan en fem us. La idea basica és que dos conjunts
tenen el mateix cardinal quan hi ha una bijecci6 entre ells.

Comencem introduint una mica de terminologia. Donats dos conjunts X,Y
qualssevol, direm que X esta dominat per Y (en simbols: X < Y) sii existeix
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una aplicacié injectiva de X en Y. Quan existeixi una bijeccié entre X i Y
direm que X és equipotent a Y (en simbols: X ~Y).

Definicié 1.2.1 (conjunt infinit). Un conjunt X és infinit sii existeix una funcié
injectiva i no exhaustiva de X en X.

Es facil veure (ho deixo com a exercici) que un conjunt infinit és aquell que
és equipotent a un subconjunt propi seu. Els conjunts finits seran obviament
els que no sén infinits i per tant, per definicié sén aquells per els quals tota
aplicacié injectiva és exhaustiva (o equivalentment, aquells que no contenen un
subconjunt propi equipotent).

Ezercici 1.2.2. Demostreu que X <Y sii existeix una aplicacié exhaustiva de
Y en X. Observeu que utilitzeu ’axioma d’eleccié.

La proposicié segilient ve a dir que el conjunt dels naturals és el conjunt
infinit ‘més petit’ que hi ha. De fet diu exactament que el cardinals del naturals
(numerable) és el cardinal infinit més petit que hi ha.

Proposicié 1.2.3. X és infinit sis N < X.

Demostracié. Si f : X — X és una funcié injectiva i no exhaustiva, prenem
a € X\ f(X)idefinim g : N — X aixi g(n) := f"(a). Llavors g és injectiva
perque f ho és: si f*(a) = f™(a) per m > n, f*(a) = f*(f™ "(a)) i lavors
per injectivitat de f a = f™ "(a), contradiccid.

Reciprocament, si hi ha una aplicacié g : N — X injectiva, definim una
funcié f : X — X de la manera segiient: f és la identitat fora de g(N) i
g(x) = g(g7t(n) + 1) si x € g(N). Es facil comprovar que f és injectiva i no
exhaustiva, doncs g(0) ¢ f(X). O

Ezercici 1.2.4. Demostreu que un conjunt és finit sii és equipotent a {1,--- ,n}
per a un cert n € N. Aquest n és tnic (perqué?) i és el que normalment
anomenem cardinal o nombre d’elements.

Com podem veure en aquest exercici, hi ha una manera més ‘precisa’ (i
comoda de usar) de definir els cardinals: triant un representant adequat a la
~-classe d’equivaléncia. En el cas infinit es pot fer el mateix usant els ordinals.

Definicié 1.2.5 (nombres cardinals. Cardinal d’un conjunt). ‘Ser equipotent’
(la relacié ~) és una relacié d’equivaléncia i les classes d’aquesta relacié reben
el nom de cardinals. El cardinal d’un conjunt X, que denotarem per |X| és la
seva ~-classe d’equivalencia.

Observem que, per definicié, dos conjunts tenen el mateix cardinal sii sén
equipotents; en simbols: | X| =Y sii X ~ Y.

Quan un conjunt té mes elements que un altre? En el cas finit té una
resposta molt senzilla: quan hi ha una aplicacié injectiva no exhaustiva del
‘petit’ en el ‘gran’. En el cas d’un conjunt infinit, aquesta definicié ens porta
directament a I’absurd de que un conjunt té ‘més elements’ que ell mateix. Hi ha
una solucié senzilla: definit la relacié ‘menor o igual’ enlloc de ‘menor estricte’:
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|X|] < |Y] sii X =Y. Siho fem aixi, es rutinari verificar que aquesta relacié
entre cardinals esta ben definida i satisfa les propietats reflexiva i transitiva. El
resultat seglient ens diu que també satisfa la antisimetrica, i per tant és una
relacié d’ordre parcial.

Teorema 1.2.6 (Schréder-Bernstein). Si X <Y Y < X llavors X és equi-
potent a Y.

Definicié 1.2.7 (relacié d’ordre entre cardinals). Donats dos conjunts X, Y
X <|Y] sii X <Y.

Demostracio de 1.2.6. Siguin f : X — Y ig:Y — X injectives. Trencarem
X 1Y en tres trossos X = X; UXo U X3, Y = Y; UY; UYs de manera que
fT(X1UX3)Ug ! | Xy és una bijeccié de X en Y.

Donat un element « € X direm que neix a X si @ = (g o f)"(z') per a uns
certs ' € X\ ¢g(Y) in natural; si x = (go f)"(g(y)) per uns certs y € Y'\ f(X) i
n direm que x neix a Y. Aix0 descriu el procés segiient: si x no és de la imatge
d g diem que neix a X, altrament té una tnica antiimatge y per g. Si aquest
y no és de la imatge de f llavors = neix a Y altrament té una tnica antiimatge
x1 per f.... Analogament es defineix per un element de Y. Observem que un
element no pot néixer a X i Y al mateix temps, perd poden haver-hi elements
que no neixen enlloc. Si notem per Nx els elements de X UY que neixen a
X i Ny és que neixen a Y les particions sén: X; := X N Nx, Xo := X N Ny
X3 :X\(X1UX2) Yl = YﬂNx, }/2 = YﬂNy }/3 = Y\(Y1UY2) Ara
podem comprovar que f ens dona una bijeccié entre X; i Y7 i també una bijeccid
entre X3 i Y3, mentre que g ens dona una bijeccié entre Y5 i Xo. La rad és que
tant f com g preserven el fet d’haver nascut en algun lloc, els elements de Y
que han nascut a X soén de la imatge de f, els de X que han nascut a Y sén de
la imatge de g i els que no han nascut enlloc sén de les dues imatges. O

Observacio 1.2.8. Si ens hi fixem bé, de fet hem provat que si f és una injeccié
de X en Y y g una injeccié de Y en X llavors es poden partir tant X com
Y en dos trossos X = X; U X5 Y = Y; UY5 de manera que f ens dona una
bijeccié de X3 en Y7 y g ens dona una bijeccié entre Yo i X5. Si apliquem aixo
a un quadrat i un cercle obtenim que es poden partir en dos trossos, cada un
d’ells bijectable amb el corresponent mitjangant translacié més homotecia (que
preserva la formal).

El segiient teorema, la llei de tricotomia, ens diu que ’ordre entre els cardi-
nals de fet és un ordre total.

Teorema 1.2.9 (Llei de tricotomia). Donats X,Y no buits 0 bé X =Y o bé
Y <X.

Demostracié. Es la tipica aplicacié del Lema de Zorn. Considerem el conjunt
segiient:

S :={f| fés una bijecci6 entre un subconjunt de X i un subconjunt de Y},
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ordenat per inclusié (mirem una aplicacié com un conjunt de parelles ordenades,
és a dir f < g sii g estén f).

Veurem que un element maximal ens dona la injeccié buscada. (S, <) és
parcialment ordenat i no buit, veiem que és inductiu. Si C' = {f; | i € I} és una
cadena prenem f := J,o; fi (el compost de totes les aplicacions f;). Es facil
veure que f € S ique f; < f; per tant f és una cota superior de la cadena.
Pel Lema de Zorn prenem g maximal de (5, <). Tot es redueix a veure que o
bé el domini de g és X (1 en aquest cas f és una injeccié de X en Y) o bé la
imatge de g és Y (i en aquest cas g~! és una injeccié de Y en X). Si no fos aixf,
prenem x € X que no sigui del domini de ¢ i y € Y que no sigui de la imatge
de g: posant f = gU{(z,y)} tenim que g < f, contradiccié amb la maximalitat
de g. O

Es pot demostrar (i no ha farem aqui) que de fet els cardinals estan ben orde-
nats. Aixi, sempre hi ha un primer cardinal més gran que un conjunt de cardinals
donats. En particular, tot cardinal té segiient: el minim de tots els cardinals més
grans que ell. Per 1.2.3, El primer cardinal infinit és el numerable (el cardinal de
N), que es denota per Rg. El segiient es denota per X;. Iterant els seglients anem
obtenint No, N3, Ny, N5, ... Qué passa quan ja tenim tots el {X,, | n € N}? Doncs
que hi ha un primer cardinal més gran que tots els {X,, | n € N} que es denota per
N,. Si continuem la successio de segiients anem obtenint N1, N, 490, N43,. ..
Un cop obtinguts tots els {X,4, | n € N} n’hi ha un que vindra immediata-
ment per sobre de tots ells. El denotarem per Ny,,. Si anem continuant aquesta
successié anem obtenint Noy, 41, Nop, 42, Nop, 4300, Ny, .o

Ezercici 1.2.10. intenteu definir N 2, N 3... 1 N o.

En tota aquesta argumentacié he pressuposat que sempre hi ha un cardinal
més gran que un cardinal donat (i que un conjunt de cardinals donats). Aixd
és una conseqiiencia del teorema de Cantor, que entre altres coses diu que la
successio dels alefs no té fi.

Proposicié 1.2.11 (Teorema Cantor). |X| < |[(P(X)].

Demostracié. P(X) denota les parts de X. Obviament |X| < [(P(X)|. Si
fos igual, hi hauria una bijeccié6 f : X — P(X). Aixd és contradictori: si
Y —{x€X|x¢f( )}iye X amb f(y) =Y és facil comprovar que y € Y
sity ¢ f(y) = .

Nota: paradoxa de Buralli-Forti? i paradoxa de Russel—

1.3 Aritmeética cardina

L’aritmetica cardinal infinita es defineix de la mateixa manera que la finita i
veurem que les operacions de suma i producte son més senzilles que en el cas
finit.

A la proposicié segiient LI denota la unié disjunta (XY := X x{0}UY x {1})
i ¥ X denota el conjunt d’aplicacions de Y en X.
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Definicié 1.3.1. o | X|+|Y|:=|XUY]
o | X|]Y|:=|X xY|
Y
o XM= Vx|

Es facil comprovar que aquestes definicions no depenen del representant triat
i ho deixem com a exercici per el lector.

Els cardinals els denotarem per A, &, u, . ..

Es facil comprovar que les operacions aritmetiques definides tenen les pro-
pietats associativa i commutativa de la suma i el producte, la distributivitat
del producte respecte a la suma aixi com A5 = XEAR | (A#)F = \M% Per
veure la pendltima, prenem X,Y, Z disjunts tals que | X| = A, |Y| = p i|Z| = k.
Llavors (f1, f2) — f1 U f2 és una bijeccié entre ¥ X xZ X i YYZ X, La resta de
comprovacions sén analogues i les deixem també com a exercici.

Tampoc resulta dificil comprovar que es preserven les desigualtats no estrictes:
si )\1 S )\2 1#1 S H2 llavors )\1+‘LL1 S A2+[,L2, /\1,ul S /\g,ug 1 Alfl S /\52 No passa
el mateix amb les desigualtats estrictes. Per exemple 28g = 3Ng = - -+ = NgNg.

Lema 1.3.2. N~ N x N.

Demostracio. Sirecorrem els punts de N x N seguint les rectes del tipus x +y =
n en sentit dreta-esquerra comencant per n = 0 i anant incrementant la n
obtenim la bijeccié d’equacions f : N x N — N definida per f(n,m) = m +
Ww. Deixem com a exercici per el lector demostrar analiticament

que f és una bijeccid. O
Teorema 1.3.3. Si \ és un cardinal infinit, llavors A2 = \.

Demostracié. Comencem observant que si p és un cardinal per al qual u? = u,
llavors també np = p per a tot n € N no nul: p < nu < pu? = p, ja que les
desigualtats es preserven al multiplicar.

Per demostrar el teorema, si A = | X| hem de trobar una bijecci6 de X x X
en X amb l'ajut del lema de Zorn. Considerem

S:={(4,f)|ACX, Aésinfiniti f: A — A x A bijectiva}

ordenat per
(A, f) < (B,g) sii AC Bigextén f.

(S, <) és parcialment ordenat, i inductiu: si {(A4;, f;) | ¢ € I'} és una cadena de
S es comprova que (|JA4;,J fi) € S n’és una cota superior. S és no buit: com
que X és infinit, per 1.2.3 conté un subconjunt A equipotent als naturals i per
1.3.2 és equipotent a A x A.

Sigui (B, g) un element maximal de (5, <). Si veiem que |B| = A ja haurem
acabat. Suposem el contrari: |B| < Aidenotem per p el cardinal de B. Com que
p? = p, també 2 = 3 = p. A més | X \ B| > p, altrament A = |B|+|X \ B| <
2u = p, absurd. Prenem C' C X \ B amb |C| = p (exercici: justificar que
C existeix). Observem que |[Bx C| = |C x B] = |C x C| = p? = p i també
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|[Bx CUC x BUC x C|=3u=piper tant existeix h : C - BxCUC x BU
C x C bijectiva. Prenent A := BUC'i f := gUh tenim que (B, g) < (4, f) € S,
contradiccid. O

Corolllari 1.3.4. Siguin A\, u dos cardinals diferents de zero.
1. Si algun d’ells és infinit llavors A + p = A = max {\, u}.
2. Si X és infinit in € N llavors \™ = .

Demostracié. Suposem A < p. Llavors p < A+ pu <2u < p?2 =pip<ip <
p? = p. Laltre es fa per induccié. O

Corolllari 1.3.5. Si X és infinit, el nombre de successions finites d’elements

de X és |X|.

Demostracio. Les successions finites de X es poden identificar amb (J,, .y X"
Com que | X™| = | X]|, prenem f,, una bijeccié entre X™ i X. Llavors, l'aplicacié

frJX"— X xN
neN

definida per f(x1,...,2n) = (fn(z1,...,2,),n) és bijectiva i per tant

Ux

neN

= R [X] = |X]

Corolllari 1.3.6. Si \ és infinit, 2* = \*.

Demostracié. 2> < X\* < (22> = 2% = 2>, O



Capitol 2

Sintaxi de la logica de
primer ordre

Comengarem introduint la sintaxi dels llenguatges de primer ordre. L’objec-
tiu és construir un llenguatge formal per expressar enunciats matematics, o
més precisament propietats d’estructures matematiques. A aquests enunciats
en direm férmules (de primer ordre). Les férmules seran seqiiéncies finites de
certs simbols. Hi haura una serie de simbols que poden apareixer en qualsevol
situacié, com per exemple ),V, —...1i altres que dependran de ’estructura ma-
tematica de la que parlem. Si parlem de grups necessitarem un simbol especific
pel producte i un pel neutre. Si parlem de relacions d’equivaléncia necessita-
rem un simbol per denotar la relacid, si parlem de cossos ordenats necessitarem
simbols per la suma, el producte, el neutre de la suma, el neutre del producte i
la relacié d’ordre. En general necessitarem tres tipus de simbols especifics: per
a denotar elements distingits (simbols de constant),per a denotar operacions
(simbols funcionals) i per a denotar relacions (sfmbols de relacié o predicats).
Aquests simbols solen rebre el nom de simbols no 1ogics i determinen el que s’en
diu la signatura i que dependra doncs del tipus d’estructura del que parlem.

2.1 Signatura

Definicié 2.1.1. Una Signatura S consta d’un conjunt C de simbols de constant,
un conjunt F de simbols funcionals, un conjunt R de simbols de relacié (o
predicats) a més de la funcié arietat 7 : FUR — N. Els conjunts C, F i R han
de ser disjunts.

Formalment S = (C, F, R, T), pero com que normalment la arietat quedara
clara pel context escriurem S = C U F UR. Els elements f € F només sén
simbols de funcié, perd quan estudiem la semantica veurem que s’interpretaran
(en una estructura) com una funcié. La seva arietat 7(f) sera el nombre de
variables de I’esmentada funcié. El mateix passara amb els simbols de relacié.

13
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Apart dels simbols no logics (els especifics de la signatura) també necessi-
tarem simbols per denotar les connectives logiques: A,V,—, <« —, els quanti-
ficadors: V,d, un simbol per denotar la igualtat: =, un conjunt numerable de
simbols de variable: V = {xg, z1, 22, z3,...} 1 finalment els paréntesis: (,).

Notacié 2.1.2. Ag denotara el conjunt de tots els simbols, i.e.,
Ag:={A,V,—, <, -, AV, ~ () JUVUCUFUR
i A% denotara els conjunt de seqiiencies finites dels simbols de Ag.

Les férmules seran certs elements de A% ‘ben construits’.

2.2 Termes

Abans de construir les formules hem de construir els termes, que serveixen per
designar elements. Cada signatura tindra el seu conjunt de termes, que també
sera un cert subconjunt de A%.

D’ara endavant S sera una signatura fixada.

Definicié 2.2.1 (termes). El conjunt Ts dels S-termes és el minim subconjunt
X de A% que conté V UC i és tancat per aplicacié de funcionals, és a dir, si
t1,...,tn € X i f és un simbol funciona n-ari de S llavors fti---t, € X. Més
precisament:

Tg := ﬂ {X|CUV C X iX és tancat per aplicacié de funcionals de S}

Ezxemple 2.2.2. Si S conté un simbol de constant ¢ i simbols funcionals f, g d’a-
rietat 2 i 1 respectivament, llavors ¢t := f fgxcx i u := gfggcgggr sén S-termes.
De manera informal, i per a facilitar-ne la lectura (de fet sén innecessaris, hi
ha una sola manera de ‘llegir’ els termes)!, a vegades introduirem paréntesis i
comes auxiliars. Aix{ els termes anteriors els escriurem també f(f(g(z),c),z) i

g(f(g(g(c)), 9(g(g(2)))))-

Els termes també es poden representar com arbres, les fulles del qual sén
variables i constants i un pare s’obté per aplicacié de funcionals. Per exemple,
els arbres de ’exemple 2.2.2 serien:

X

IPer a tot terme t estem en exactament una de les tres situacions segiients: o bé ¢ és una
constant, o bé ¢ és una variable o bé hi ha un tnic f € F i termes t1,...,tn (univocament
determinats) tals que t = ft1 -ty
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El seglient principi d’induccié és immediat:

Proposicié 2.2.3 (Principi d’induccid). Si X C Ts conté CUV i és tancat per
aplicacio de funcionals llavors X =Tg.

Si volem veure que tots els termes tenen una propietat P només harem de
veure que les variable i les constants la tenen i que si ¢4, . .., t, tenen la propietat
P llavors fty ...t, també la té (es suposa que f € F és n-ari).

Constantment en trobarem amb la necessitat de definir funcions sobre els
termes, és a dir, amb domini Ts. Aix0 ens ho permetra fer el principi de
recursié que enunciem a continuacié sense demostracié. Aixo és conseqiiéncia
del fet que hi hagi una tnica manera de ‘llegir’ els termes.

Proposicié 2.2.4 (Principi de recursié). Suposem que X és un conjunt i per
cada f € F tenim definida una funcié Hy : X™ — X, on n = 7(f). Llavors
tota F : VUC — X s’extén de manera unica a F : Tg — X amb la condicid
que F(f(t1,...,tn)) = Hp(F(t1),...,F(tn)).

Veiem-ne un exemple de com s’aplica.

Definicié 2.2.5 (substitucions). Volem definir la substitucié en un terme ¢ de
totes les ocurrencies de la variable x per un terme wu, i que denotarem per ¢7.
Si fixem x i u el que volem és definir la funcié F : T — Tg que a t I’hi assigna
t¥. Definim primer la substitucié de les constants i les variables:

e Sit és una constant o una variable diferent de z, llavors t7 :=t.
e Sit =z, llavors 7 = u.

Amb aixd hem definit ' sobre V U C. Ara I’hem d’estendre a tot Ty amb la
clausula segiient:

o Sit= ft...t,, lavors t¥ := ft17 ... t,7.

Aquesta ultima clausula diu que F(fty...t,) = Hf(F(t1),...,F(t,)), on Hy :
T¢ — Ts ve definida per Hy(t1,...,t,) = fti...t,.

Exemple 2.2.6. Tornant a l'exemple 2.2.2, t¥ = ffggfgggrggccgfgggrgge i
uy = gfg99ffgrcegge. Quan ho representem en forma d’arbre, la substitucié
t7 enganxa u a cada fulla x de t.

Exemple 2.2.7. Anem a veure que t7 és un terme. Ho fem per induccié sobre ¢
deixant x i u fixos. Sit és variable o constant és clar ja que u també és terme. Si
t= ft1...tn, lavors t¥ = ft17 ...t,7 és un terme ja que per hipotesi d’induccié
t17, ..., tnt ho sén.

2.3 Formules

Les S-férmules també sén certs elements de A%. Les férmules més senzilles a
partir de les quals es construeixen les altres son les férmules atomiques.
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Definicié 2.3.1 (férmules atomiques). Les férmules atomiques de S, ATs, sén
les segiients:

o rty - tp,onr €R,ty,...,t, €TsiT(r)=n
o ty ~ty,onty,ty €T5.

A vegades les férmules del tipus rt; - - - ¢, les escriurem r(¢y,...,t,) per tal
de facilitar-ne la lectura. A les férmules del segon tipus és habitual anomenar-les
equacions.

El conjunt Fs de totes les S-férmules s’obté a partir de les atomiques aplicant
connectives i quantificadors:

Definicié 2.3.2 (férmules). El conjunt Fs de les S-fdrmules és el minim sub-
conjunt X de A% tal que:

e ATs C X
e és tancat per aplicacio de la negacié: Si ¢ € X llavors ~p € X

e ¢és tancat per aplicacié de les connectives binaries: Si p,9 € X llavors

e és tancat per aplicacié de quantificadors: si ¢ € X, x € Vi Q € {V,3}
llavors Qzy € X

Ezemple 2.3.3. VaTy(z =~y — Vz(ray A —raz))

De manera analoga als termes, les férmules tenen un principi d’induccié i
un principi de recursié. També hi ha una tinica manera de ‘llegir’ les férmules
analogament a com passa amb els termes (exercici: enuncieu-lo). Aixo no diu
més que hem posat prou parentesis durant la construccié. De manera informal,
i per tal de facilitar-ne la lectura, ens permetrem introduir-ne de nous.

Proposicié 2.3.4 (principi induccid). Si X C Fg conté les S-férmules atomiques
1 €s tancat per aplicacio de les connectives logiques i els quantificadors llavors

X = Fg

Per demostrar que totes les férmules satisfan una certa propietat n’hi haura
prou amb veure que la satisfan les atomiques i que la propietat es preserva tant
per aplicacié de les connectives logiques com dels quantificadors.

zemple 2.3.5. Anem a veure que tota formula té el mateix nombre de paréntesis
E le 2.3.5. A tota, f la té el mat bre d t

( que ). Per les atomiques és obvi, ja que no en tenen. Per a les connectives
binaries es preserva doncs n’afegim un de cada tipus. Per a la negacid i els
quantificadors també es preserva perque no afegim cap paréntesi.

Proposicié 2.3.6 (principi de recursi6). Suposem que X és un conjunt, que
tenim definida una funcié: H- : X — X, que per cada x € {\,V,—, <} tenim
definida una funcié H, : X? — X i que per cada Q € {V,3} i x € V tenim
definida una funcic Hgy : X — X. Llavors tota F : ATs — X s’extén de
manera tnica a F : Fs — X satisfent les condicions segiients:
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ol

(—p) = H-(F(¢))
((p*v)) = Ho(F(p), F(¢))

(Qre) = Hou(F(p))-

A continuacié en donarem dos exemples molt importants de com s’aplica.

o F
o F

2.3.1 wvariables lliures

El conjunt V L(p) de les variables lliures d’una férmula ¢ € Fs es defineix per
recursié de la manera segiient:

Definicié 2.3.7 (variables lliures). e Si @ és atdomica, V L(yp) és el conjunt
de totes les variables que ocorren a ¢

o VL(=p) :=VL(p)
e VL((px4)):=VL(p) UVL(¢¥), on * € {A,V,—, <}
e VL(Qrp) =VL(p)\{z},onQe{V,I} iz eV

Una ocurréncia de = en ¢ és lliure si ‘no queda sota l’efecte de cap quan-
tificador’ del tipus Qz (és a dir, la ocurréncia no esta dins la férmula que ve
a continuacié de Qx, i aix0 per cada quantificador del tipus Qz que hi a la
férmula). Altrament direm que la ocurréncia és lligada. z sera lliure a ¢ si té
alguna ocurreéncia lliure. La resta de variables de la férmula reben el nom de
lligades. Una mateixa variable pot tenir ocurréncies lliures i ocurrencies lligades
al mateix temps com es pot veure a I’exemple segiient:

Ezemple 2.3.8. Si p :=Vy(Vaxray Araz), VL(p) = {z, 2}, encara que = també
té una ocurrencia lligada.

En general, les férmules expressen propietats d’elements d’una estructura:
els elements representats per les variables lliures. Quan una férmula no té
variables lliures, aix0 canvia radicalment i en aquest cas expressa propietats de
I’estructura i rep el nom de senteéncia.

Definicié 2.3.9. ¢ és senténcia si VL(p) =0

SENTg denotara el conjunt de S-sentencies.

L’altre exemple que donem aqui d’aplicacié de la recursié sén les substituci-
ons. Si p € Fg,t € Ts iz €V acontinuacié definim ¢ per recursié sobre ¢ i
sera el resultat de substituir totes les ocurrencies lliures de x a ¢ per t.

2.3.2 substitucions
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o (pxh)F = (pf *¢7), on * € {A\,V, =, <}

. (Quo)f = {QM Sy F
Quy siy=z

Ezemple 2.3.11. 1. Si o :=Vy(VerozyArzz), of =Vy(NzroyArtz)ie! = ¢
2. ¢Z = . Demostreu-ho per induccié.

3. Demostrem per induccié que si z ¢ V L(p) llavors ¢ := ¢. Si ¢ és atomica
iz ¢ VL(p) llavors x no ocorre en ¢ i per tant of = ¢. Sixz ¢ VL(—yp) =
V L(p), per hipotesi d’induccié ¢f = ¢ i per tant (—p)f = —pf = —.
El cas (¢ *x¢) amb * € {A,V,—, <} es fa igual. Per el cas Qye hem de
distingir segons y = = o no. En el primer cas (Qyp)¥ = Qyp. En el segon
(Que); = Quot. De x ¢ VL(Qyyp) = VL(p) \ {y} deduim x ¢ VL(y) i
per hipotesi d’induccié ¢f = . Aixi (Que)? = Quet = Qyep.



Capitol 3

Semantica de la logica de
primer ordre

Fins ara només ens hem limitat a construir les férmules de la logica de primer
ordre sense preocupar-nos del que signifiquen. En aquesta seccié ens dedicarem
a estudiar el significat de les férmules, és a dir, la semantica. Donar el significat
d’una férmula no és més que dir quan aquesta val o no val. Haurem de definir
quan un férmula val en una estructura. Com que generalment les férmules
tenen variables lliures, haurem d’assignar un valor a aquestes variables; de fet
la validesa d’una férmula dependra de I'estructura i de I’assignacié de variables.
Primer, pero hem d’introduir les estructures, i aixo dependra de la signatura.
Tindrem un tipus d’estructures per cada signatura.

3.1 Estructures i assignacions

S fixat. Una S-estructura constard d’un domini (on interpretarem els termes)
més la interpretacié dels simbols no logica de S.

Definicié 3.1.1. Una S-estructura M consta de:
e Un conjunt no buit A (que anomenarem domini)
e Un element ¢™ € A per cada ¢ € C
e Una funcié fM : A" — A, per cada f € F n-ari
e Una relacié n-aria r™ C A", per cada r € R n-ari

Notacié 3.1.2. Si C = {a,b,c,...}, F ={f,9,h,...} 1 R = {p,q,r,...}, una
S-estructura la denotarem

M M M M M p M M M M
<A,a o e g Rt gt ,>

Habitualment usarem M per denotar tant el domini com I’estructura si no hi
ha possible confusié.

19
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Ezemple 3.1.3. 1. (Z,+,0)1i(Q,+,0) sén estructures de la signatura de grups
Sqrups = {, €}

2. (Q, <) és una estructura de la signatura d’ordres Sopgre = {<}

3. (R,0,1,+, -, <) és una estructura de la signatura d’anells ordenats Sy 0. =
{07 13 +, S}

En els dos tdltims exemples hem fet un abus de llenguatge al denotar de la
mateixa manera els simbols del llenguatge i les seves interpretacions a l’estructu-
ra. Aquest abts, pero, és forga practic a ’hora d’evitar notacions excessivament
farragoses i el farem tot sovint.

A més de les estructures, necessitem assignar un valor a les variables. Aquest
valor ha de ser dins el domini de l’estructura.

Definicié 3.1.4. Si M és una estructura, una assignacid ¢ és una funcié o :
V - M.

3.2 Validesa d’una formula

Un cop fixada M i o a cada terme ¢ ’hi correspon un element de M que denota-
rem per tM[o] i anomenarem interpretacié de t en M per o, definit per recursi6
de la manera segiient:

Definicié 3.2.1. o Mol:=cMsiceC
o Mgl :=0(x)siz eV
o Sit=f(ts,...,tn) Navors t"[o] := fM(tM[o], ..., tM[o])
Ezemple 3.2.2. En aquest exemple la signatura és S := {-, e}, lestructura és

M := (Z,+,0) i lassignacié és o(x) =2 i o(y) = 3. Si considerem el terme

te=((-y)y)(e-x)

llavors tM[o] = 10.
Si ara prenem el terme

wi=(-(((z-2) 2) 2) )

llavors uM [o] = 2n.

Obviament, el valor de tM [0] només depén de I'assignacié de les variables
que apareixen a t: si o, : V — M coincideixen sobre les variables de ¢ llavors
tM[o] = tM[u]. La demostracié d’aquest fet és un exercici d’induccié.

Ara podem definir quan en una estructura M val una férmula ¢ per una
assignaci6 o, i que denotarem per M = plo]:

Len notacié polonesa hauriem d’escriure - - -zyy - ex
2en notacié polonesa u = 1423 f{z?

n—1 n



3.2. VALIDESA D’'UNA FORMULA 21

Definicié 3.2.3. o M =rty...t,[o] sii (tM][o],...,tM][0]) € rM

o M [=t1 = too] sii t{[o] = t3[o]

o M = ~ylo] sii M |~ glo]®

M = (o A)[o] sit M = ¢lo] 1 M = ¢[o]

M = (¢ V)o] sit M |= plo] o M = ¢[o]

M = (¢ — ¥)lo] sit M = ¢[o] o M [~ plo]

M = (¢ < ¢)[o]siiobé M |= plo] i M |= ¢plo] o bé M [~ plo] i M ¢lo]

M = Vzplo] sii per tot a € M M | ¢[o¥], on 02 : V — D, ve definida
per og(y) =o(y) siy#xiog(z) =a

e M | Jxplo] sii hi ha un a € M tal que M = p[o?]

La segona clausula d’aquesta definicié diu que = s’interpreta com la igualtat.
Les cinc seglients atribueixen el significat usual a les connectives logiques; i les
dues ultimes ho fan pels quantificadors.

Els quantificadors només es refereixen als elements del domini de I'estructura
i no podem a priori quantificar, per exemple, sobre subconjunts. Aquesta és una
caracteristica essencial de la logica de primer ordre. Hi ha altre logiques més
complertes, perd que no tenen tant d’interes. La logica de segon ordre, per
exemple, permet quantificar sobre elements, subconjunts, funcions i relacions.
Pero no hi ha, per exemple, cap calcul deductiu que la faci completa.

Ezemple 3.2.4. 1. SiS:={}, M ={(Z,+), p =Vyly = y-z)io(x) =0,

llavors M = ¢lo]. En canvi, si o(x) = 1 llavors M [~ ¢[o]. Si ara
(P(N ) N), lavors N = ¢[o] quan o(z) = N en canvi N £~ ¢[o] si

oo~ (1.23)
2. Amb la mateixa M anterior, ¥ = Jy(x =~ y + y) i o(x) = —8, llavors

M = ¢[o]. En canvi, si o(x) = 15 llavors M = ¢[o]. Per a N en canvi
N [ ¢[o] independentment del valor de o(z). Aixi N | Vai[o] en canvi

M | Vaylo]

De fet la validesa d’una férmula només depen de 1'assignacio de les variables
lliures de la férmula:

Proposicié 3.2.5 (Lema de coincidéncia). M wuna S-estructura, ¢ una S-
formula. Sio,p:V — M coincideizen sobre V L(yp) llavors

M = plo] sii M = o[y

310 es cert M = ¢[o]
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Demostracié. Ho farem per induccié sobre ¢. Usarem que si ¢ i p coincideixen
sobre les variables de t llavors t™[o] = tM[u]. Si ¢ = 1t1...t,, M = p[o] sii
(tMa], ..., tM[o]) € vM sii (M [u], ..., tM[u]) € M siit M = olu].

El cas ¢ = t1 ~ ty es fa igual.

Sip =, M | ¢lo] siit M £ o] sii (per hipotesi d’'induccié i VL(—¢) =
VL(p)) M [ [u] sii M = ofu].

Sig = (YAO), M = plo] sii M = [o] i M = 0[o] sii (per hipotesi d’induccié
iVLWpAO) = VL) UVLO) M = lu] i M E 0[] siit M | olu]. Per la
resta de connectives binaries es fa igual.

Si @ = Vi) i o, p coincideixen sobre V L(Vat)), com que V L(y) C VL(Vxy)U
{z} lavors 0% i u¥ coincideixen sobre les variables lliures de . Llavors M |
plo] sii per tot a € M M | ¢[o¥] sii (H.I.) per tot a« € M M = ¢[u*] sii

M = olp].
El cas ¢ = Jz1) és analeg. O

En particular, la validesa de les senténcies només depen de l'estructura. Aixo
ens permet usar la notacié M | ¢:

Definicié 3.2.6. M = ¢ sii M |= ¢[o] per alguna o : V. — M sii M = ¢[o]
per totao : V — M.

El lema de coincidéncia ens permet, a més, usar la notacié, forga 1til, segiient.
Quan escrivim ¢ = p(z1,...,z,) volem indicar que VL(¢) C {z1,...,2,}. En
aquest cas, M = ¢[o] ho escriurem M = ¢(z1,...,2,)[0(z1),...,0(z,)]. Per
exemple, si p(x) =VYyz+y =y, (Z,+,-) = o(x)[0] en canvi (Z,+, ) = ¢(z)[1].
3.3 Classes elementals i A-elemental
Notacio 3.3.1. ¥ C SENTs.

Mod(X) := {M | M és una S-estructura i M = ¢ per tota ¢ € ¥}

quan M € Mod(X) direm que M és model de X.

Ezemple 3.3.2. 1. Els grups sén els models de Ygrups, 00 Xgrups 1=

{VaVyVz(z - y) - 2= ax- (y-2),Ve(z-emaxNe -z rz),VeIy(z-y~eAy-

i Sgrups = {',6}.
2. Les relacions d’equivalencia sén els models de Y¢qy:y, On,
Lequiv 1= {VYarza, VaVy(ray — ryx), VaVyVz((ray A ryz) — raz)}

1 Sequiv == {r}

El lector observara que a l’exemple anterior hem fet un petit canvi en la
notacié dels termes, més propera a la que s’usa habitualment en algebra. Aquest
nou abus de llenguatge sera forga habitual quan els simbols funcionals denoten
operacions matematiques.
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Definicié 3.3.3. K una classe de S-estructures.
1. K és elemental sii existeix ¢ € SENTg tal que K = Mod({¢}).
2. K és A-elemental sii existeix ¥ C SENTg tal que I = Mod(X).

Les classes elementals sén A-elementals perd no a l'inrevés. Si X és finit, Mod(X)
és elemental, ja que Mod({p1,...,on}) = Mod(p1 A+ A py).

Ezemple 3.3.4. 1. Els grups sén una classe elemental.

2. Els grups de cardinal com a molt n sén una classe elemental, ja que sén
Mod(Egrups U{Tz1 --- Tz, Vy(y = 1 V- - Vy = z,)})

3. Els grups infinits sén una classe A-elemental, ja que sén els models de
zg'rup U Eznf7 on

Ying ={3z1 -z (-1 a2 Ay R a3 Ao A Xy R ay,) | n€ N}

3.4 Definibilitat
S i M fixos.

Notacié 3.4.1. Si ¢ = p(z1,...,2,) € Fg
o(M)={(a1,...,an) € M" | M = @o(x1,...,2n)[a1,...,an]}

Definicié 3.4.2. R C M™. R és definible sii existeix ¢ = o(x1,...,2,) € Fg
tal que R = @(M).

Una funcié sera definible quan el seu graf ho és.

Ezemple 3.4.3. 1. L’ordre dels natural és definible a (N, +,-) per la férmula
olz,y) =Fzy =z + 2.

2. ser primer és definible a (N, +,) per la férmula Jy3z(y # y + y A z %
z4+zAemy+2) AVYVz(r =~y -2z — (y~xVz=uz)). La primera part
de la férmula expressa que x és més gran que 1 i la podriem reemplacar
per -z - x & .

3. Tot subconjunt finit de N és definible. {0} és definible per la férmula

wo(x) := x4+ x =~ z, {1} és definible per la férmula ¢q(x) := z -z =

x Az +x % x, {n} és definible per la férmula ¢, := Iy(y -y = yAy+y %
ynzmy+---+y)
—_—

El lector haura observat un nou abts de notacid: t1 # to per =ity = to.
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3.5 El teorema de ’homomorfisme

M i N S -estructures fixes.

Definicié 3.5.1. Una aplicaci6é g : M — N és un morfisme (o homomorfisme)
si satisfa

o g(c™) =cN per tot c € C.
o g(fM(ar,....an)) = fN¥(g(ar),..., g(an)) per cada f € F n-ari.
o (a1,...,a,) € ™™ sii (g(a1),...,9(an)) € Y per cada r € R n-ari.

Als morfismes injectius els hi direm immersions i als bijectius isomorfismes. Un
automorfisme de M és un isomorfisme de M en M.

Teorema 3.5.2 (de ’homomorfisme). Sig: M — N és un morfisme io:V —
M llavors:

1. pertott € Ts, g(tM[o]) = t"[g o o]

2. Si g és una immersid i @ és una formula lliure de quantificadors
M E plo] sii N = plgoo] (3.5.1)

3. Si g és un isomorfisme llavors 3.5.1 val per a qualsevol formula p € Fg

4. Si g és ezhaustiva llavors 3.5.1 val per a qualsevol formula ¢ € Fg que no
contingui el simbol d’igualtat.

Demostracié. (1) el deixem com a exercici.
(2). Només cal veure el cas atomic i aplicacié de connectives. Si ¢ = t; =~

ta, M = plo] sii tM[o] = t3¥[o] sii (per injectivitat i g(tM[o]) = tN[g o o])
tNlgoo] =t [go o] sii N |= p[goo]. Laltre cas atomic es fa analogament. De

les connectives logiques només fem la negacié, doncs es fan totes igual i és la
més curta. M = —plo] sit M = plo] sii N = ¢lgo o] sit N = —plo].

(3)Només queda per fer els quantificadors i ho farem només per I’existencial.
Si M = Jzplo] Navors M = ¢lo¥] per un cert a € M. Per HI N = ¢[g o 0]
i per tant N = ¢[(g 0 0)7,], d'on N = Jzp[(g 0 0)]. El reciproc surt per
exhaustivitat. (4) és una combinacié dels arguments anteriors. O

Corolllari 3.5.3. Si h: M — N és un isomorfisme i o € SENTg llavors
MEypsi NEp
Demostracio. Prenem o : V — M qualsevol. O

Corolllari 3.5.4. Si g és un automorfisme de M i p(x1,...,2,) € Fs llavors
(a1,...,an) € ©(M) sii (g(ar),...,g(an)) € ©(M). FEs a dir, els conjunts
definibles son invariants per automorfisme.
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Demostracié. Només cal observar que pel teorema de 'homomorfisme

ME p(x1,...,zp)[a1,...,a,] sit N |E@(a1,...,2,)[g(a1), ..., g(an)].

Ezemple 3.5.5. 1. Anem a veure que l'ordre usual de R no és definible a
(R,+). Com que l'aplicaci6 canvi de signe h : R — R, h(z) = —z és un
automorfisme de (R, +) (un automorfisme de grups) i no preserva l’'ordre,
pel corollari anterior ’ordre no és definible.

2. La suma no és definible a (N, -). Com abans construirem un automorfis-

me de (N,-) que no preservi la suma. Si p1,p2,ps,... denota la succes-

si6 dels nombres primers, definim g : N — N per g(pi'py2p5® ---pp*) =

Py pYPps® Rt Es facil comprovar que és un automorfisme de (N,-yien
canvi no preserva la suma, doncs 2+5 = 71 g(2)+¢g(5) = 3+5 # 7= g(7).
O

3.6 Conseqiiencia Logica

Aqui definirem quan dues férmules sén logicament equivalents (signifiquen el
mateix) i, més en general, el concepte de conseqiiéncia logica. La idea és que
dues formules s6n equivalents si se satisfan en els mateixos casos, és a dir, per
les mateixes estructures i assignacions.

Definici6 3.6.1. ¥ C Fgsi ¢, ¢ € Fg.

o ¥ |= @ sil per tota S-estructura M i tota assignaci6é o en M, si M = 0[o]
per tota 6 € ¥ llavors M |= ¢[o].

e ¢ =1 sii per tota M i0:V — M se satisfa:
M = ¢lo] sii M = 9o]
e ¢ és valida sii per tot M itot o: V — M tenim que M |= ¢[o]
e ¢ és satisfactible sii per alguna M ialgun o : V — M tenim que M |= ¢[o]

) = ¢ ho denotarem per = ¢.

Observacid 3.6.2. 1. p=vsiipEYi
of E .

2. pFysiEp—y
3. ¢ és valida sii = ¢
4. p és satisfactible sii ¢ no és valida.

5. Si ¥ C SENTg i ¢ € SENTg llavors ¥ = ¢ sii Mod(p) € Mod(X).

Ezxemple 3.6.3. 1. Xgpups EVaVyVz(z -z R y- 2 — & & y): aixd no és més
que dir que la llei de cancellacié val en tots els grups.
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2. Jz(p V) =JzeVIzy. Si M | 3x(p V)[o] Navors hi ha a € M tal que
M E (pVv)[oZ] iper tant M = ¢[o?] o M = [o¥]. Llavors M = Jxyp|o]
o M | lo], d’on M |= Tz V Jzep. El reciproc és analeg.

Coroll'lari 3.6.4. 1. Si ¥ = ¢ iz no es lliure en cap de les formules de %
llavors ¥ = Vzp.

2. Six no és lliure a ¢ llavors

o — Vzp

Demostracié. 1. Suposem que M = 9[o] per tota 1 € X; hem de veure que
M = ¢[oZ] per tot a € M. Com z no és lliure a cap de les férmules de
Y. pel lema de coincidéncia deduim que M | 9[c%] per tota ¢ € ¥. De
¥ = ¢ concloem que M = p[o?].

2. ja que, per lapartat anterior ¢ = V.

3.7 El Lema de substitucio

Quan fem una substitucid, voldrem que ¢ ‘digui’ de ¢t el mateix que ¢ ‘div’
de xz. Aix0 no és cert en general i el problema esta en que al fer la substitucié
les variables de ¢ poden quedar sota l'efecte d’'un quantificador, com es veu a
I’exemple segiient.

Ezemple 3.7.1. Si p(z) = Jy—x ~ y, llavors ¢y = Jy—y ~ y.
Quan aix0 no passa direm que x és substituible pert a ¢ (o que la substitucio
és lliure) 1 ho definim a continuacié per recursié. x it son fixos.

Definicié 3.7.2 (substituible). e Si ¢ és atomica, la substitucié és lliure
e La substitucié a =y és lliure sii ho és la substitucio a ¢
e La substitucid a (¢ * 1) és lliure sii ho sén les substitucié a ¢ i ¢

e La substitucié a Vyp és lliure si

y=x
{y # x, la substituci6 a ¢ és lliure i y no ocorre a t.

e La substitucioé a Jyp és lliure si

y=x
{y # x, la substituci6 a ¢ és lliure i y no ocorre a t.

Per exemple x sempre és substituible per x. Les substitucions per una cons-
tant també sén sempre lliures.

El lema de substitucié ens assegura que quan la substitucié és lliure no hi
ha problemes.
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Proposicié 3.7.3 (Lema de substitucié). Si x és substituible per t a ¢ llavors

M |= ¢ o] sii M = plogu ]
Demostracié. Primer cal veure que (12)" [o] = tM]
exercici per el lector.

Ara anem a provar I'enunciat per induccié sobre ¢. Els casos en que ¢ és
atomica o bé s’obté per aplicacié de connectives es fan de la manera habitual.
Pel que fa als quantificadors ens limitarem al cas universal, doncs sén identics.
Suposem que z és substituible per t a ¢ i hem de veure

0%y 4] 1 ho deixem com a
uM[o]

M |= (Yyg)ilo] sit M = Vyploju,] (3.7.1)

Distingim segons y = x o no. En el primer cas tenim (Vy)?¥ = Vyp 1 3.7.1 surt
aplicant el lema de coincideéncia.

En el cas en que y # x tenim (Vyp)7 = Vye? i per hipotesi  és substituible
per t a ¢ i a més y no ocorre a t. Llavors M | Vye¥|o] sii per tot a € M
M = of[oY] sii (per HI. i x és substituible per t a ¢) per tot a € M M |=
w[(ag)fM[ag]] sii (y no ocorre a t i per tant tM[o] = tM[0¥]) per tot a € M
M = @[(UfM[a])Z] siit M |= V?J‘P[UfM[g]]- O

Corolllari 3.7.4. Six és substituible pert a ¢ llavors
1. EVap — ¢f
2. Epf — Jxp

Demostracio. (1). Si M | Vap[o] llavors M = ¢[o}y, [J]] i pel lema de substi-
tucié M = ¢F[o]. (2) es fa igual. O

La hipotesi que x és substituible per ¢ a ¢ és necessaria, doncs & VaTy(z #
y) — Fy(y # y).
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Capitol 4

Deduccio natural

En aquest capitol assumirem que la connectiva < no forma part del vocabulari.
Es a dir, les connectives logiques a partir de les quals construim les féormules
sén =, A, V, — a més dels quantificadors universal i existencial. Aixd no suposa
cap limitacié, doncs podem expressar ¢ < ¥ com (¢ — V) A (P — ).

En Deduccié natural, les deduccions sén arbres amb arrel de férmules (hi
ha una férmula a cada node de larbre). Les hipotesis de la deduccié sén les
fulles, llevat de si les hem cancellat. L’arrel és la formula deduida. Els arbre es
construeixen recursivament aplicant una serie de regles a partir de 'arbre trivial
(el que té un sol node). Hi ha una regla de introduccié i una d’eliminacié per a
cada connectiu logic, incloent els quantificadors, més dues regles especifiques per
a la igualtat. En comencar, totes les fulles sén hipotesis, pero certes regles ens
permeten eliminar algunes hipotesis. Aixo ho indiquem posant [¢]: la hipotesi
© es pot cancellar en totes (o algunes de) les fulles on apareix.

4.1 Les regle de la deduccié natural

Les regles de construccio son les segiients:

o Y
eAY

Aquesta regla s’ha d’entendre de la manera segiient. Si D; és una deduccié
que acaba a ¢ ( ¢ és Parrel de D;) i Ds és una deduccié que acaba a v, arbre
que té per arrel ¢ A ¢ i aquesta féormula té ¢ i ¥ com a filles i a continuacié D
per sobre de ¢ i Dy per sobre de @ també és una deduccio.

pAY PAY
Y

Aquestes regles s’interpreten aixi: Si D és una deduccié amb arrel ¢ A 1,
Parbre que s’obté de l'anterior afegint ¢ ( o 1, segons el cas) com a pare de
© A1 també és una deduccio.

e Introduccié de la conjuncié (IA):

e Eliminacié de la conjuncié (EA):

29
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(]
e Introduccié de la implicacié (I —): q/}
=9
Aquesta regla té una construccié semblant a I’anterior. Ara, pero, a més
d’afegir la férmula ¢ — 1 sota I’arrel, podem eliminar tantes aparicions de la

hipotesi ¢ com vulguem. A la practica és convenient eliminar-les totes, doncs
una deduccié amb menys hipotesi és més ‘forta’.

e Eliminacié6 de la implicacié (E —): w
Aquesta és analoga a (EA). Les dues segiients s6n analogues a (EA):
2 Y

e Introduccié de la disjuncié (IV):

! {1v) pVY VY

[o]  [¥]

e Eliminacié de la disjuncié (EV): : : :

VY o o
o

L’eliminacié de la disjuncié (o prova per casos) diu el segiient. Si D; és una
deduccié amb arrel ¢ V 9, Dy i D3 sén deduccions amb arrel o, llavors ’arbre
construit posant o com a arrel comuna de Dy Do i D3 (fent que o sigui pare de
les seves arrels respectives) i eliminant la hipotesi ¢ a Dy 1 ¢ a D3 és una nova
deduccié. Igual que a (I —), podem eliminar tantes instancies de les hipotesis
com vulguem, preferiblement totes.

e Introduccié de la negacié I—:

P

La regla (I-) (o prova per reduccié a I’absurd) permet, a partir d’una de-
duccié de 9 i una de = construim una deducci6é de —p posant aquesta ultima
férmula com a pare comu de les arrels de les deduccions anteriors. També podem
(i en general convé) eliminar tantes instancies de la hipotesi ¢ com vulguem en
ambdues deduccions. La regla segiient és analoga a (EA):

e Eliminacié de la negacié (E-): _‘Tj(p
e Introduccié del quantificador universal (IV): —('DL, ¢y lliure i y ¢

Ve
V L(Hip, ¥xp).
(IV) s’interpreta aixi: si D és una deduccié amb arrel oy, la substitucié ¢y
i y és una variable que no és lliure en cap de les hipotesis no cancellades de D
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ni a Vzp (si y = 2 no hi ha condicié i si y # x y ha de ser lliure a ¢) llavors
afegint Vzy a D com a pare de ¢ obtenim una nova deduccié.

Vzp
—r

e Eliminaci6 del quantificador universal (EY): , @f lliure.

t

Aquesta regla, igual que la segiient permet afegir una férmula per sota de
I’arrel d’'una deduccié. Només es poden aplicar si la substitucié de x per ¢t a ¢
és lliure.

e Introduccié del quantificador existencial (I3): chtgp ,  ©f lliure.
(o]
e Eliminacié del existencial (E3): : : ¢y, lliure i y ¢
Jxe P

(]
VL(Hip, Fxp, ).

Si Dy és una deduccié de Jxp i Dy és una deduccié de v llavors l'arbre
obtingut a partir de D; i Dy posant 1) com a pare comu de les arrels de D i
D5 és una nova deduccid. Aquesta regla només és valida si la substitucié ¢y és
lliure i y no és lliure ni a ¥ ni a Vxy ni a cap de les hipotesis obertes de D; ni
Dy excepte @y (z pot ser lliure a ¢) i permet eliminar totes les instancies que
voguem de la hipotesi ¢y a Ds.

Finalment donem un parell de regles per a la igualtat.

e Reflexivitat de la igualtat (Ref =): e

Aquesta regla permet usar t ~ t sense necessitat de considerar-lo com una
hipotesi. Formalment és un arbre amb dos nodes: una fulla ‘cancellada’ it ~ ¢

com a arrel.
t=u  ¢f
T )

e Substitucié per a la igualtat (Sub =): "
u

wi 1 pf lliures.
Les tniques regles que permeten cancellar hipotesis sén: (I —), (EV) (I-)
i (E3).

4.2 Deduccions

Formalment les deduccions seran certs arbres amb arrel de férmules (els nodes
s6n férmules) on, a més, les fulles estan etiquetades amb un 0 o un 1. Les fulles
etiquetades amb 1 sén les hipotesis de la deducci6 (les etiquetades amb un 0 s6n
les hipotesis ‘cancellades’). A I'hora d’aplicar les regles, ‘cancellar’ hipotesis
consisteix en canviar ’etiqueta 1 per 0 (encara que a la practica ens limitarem a
tatxar-les). Un arbre trivial és el que consta d’una sola férmula que és al mateix
temps fulla (etiquetada amb un 1) i arrel.
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Definicié 4.2.1. El conjunt de les deduccions és el minim conjunt d’arbres de
férmules amb fulles etiquetades que conté els arbres trivials, els arbres de la
forma (Ref =) i que és tancat per aplicacié de les regles anteriors.

Ezemple 4.2.2. 1. veiem com podem deduir oAt a partir de {p A, p — o}

AP
® p—0 oAY

oAy

En aquesta deduccié no hem cancellat hipotesis. Les hipotesis sén totes
les que apareixen a les fulles: p AY i — 0.

2. Veiem ara una deduccié de p — o a partirde {u — (¢ V ¢), 0 — 0,1 — o}:

[ el CAR) g p—o Y -0
oV o o
o
p—o

En aquesta deduccié hem cancellat primer ¢ i ¢ al aplicar (EV) i després
w al aplicar (I —).

3. Veiem ara una deduccié de Vztp a partir de Va (¢ — ) A Vap:

Va(p — ) AVap Va(p — ) AVap
Yy V(e — 9)
® =Y
Y
YV

Al eliminar V usem que la substitucié ¢? és lliure.

La definicié de deduccié que hem donat és analoga a la definicié dels termes i
de les férmules. També hi haura un principi de recursié i un principi d’induccid,
pero només farem servir aquest ultim. Per demostrar que totes les deduccions
tenen una certa propietat P n’hi haura prou amb veure que les deduccions
trivials (arbres trivials) la tenen i que al aplicar les regles la propietat es preserva.
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4.3 El teorema d’adequacio

Definicié 4.3.1. Si ¥ és un conjunt de féormules i ¢ és una férmula, diem que
o es dedueix de ¥ si hi ha una deduccié de ¢ que té totes les hipotesis a 3.
Aix0 ho denotarem per X+ .

Proposicié 4.3.2 (teorema d’adequacid). Si X+ ¢ llavors ¥ |= .

Demostracié. Demostrarem, per induccié sobre D, que si D és una deduccié de
o a partir de X, llavors X |= . El cas de la deducci6 trivial és obvi (per no dir
trivial) i el cas de (Ref =) és conseqiliencia de que t & t és una férmula valida.
També cal veure que cada una de les regles preserva el que volem demostrar, i
aixo cal fer-ho una per una. Veurem que en cada cas es redueix a provar una
propietat més o menys elemental de .

Comencem per (IA). Si D I’hem construit aplicant (IA), llavors les deduc-
cions de ¢ i ¢ també tenen les hipotesis dins ¥. Per HIX = ¢ i X | ¢ i per
tant X = @ A 1. El cas de (EA) surt de ¢ Ay |= . Per a (I —) la induccié ho
redueix a comprovar que si 3, ¢ = ¢ llavors ¥ = ¢ — . Per (E —) surt de
que ¢, — 1 = 1. T aix{ successivament. A continuacié indiquem la propietat
semantica que cal verificar en cada cas. Com que la majoria sén trivials (llevat
de les dels quantificadors) les deixem com a exercici.

Per a (IV) cal veure que ¢ = ¢V 1. Per a (EV) cal veure que si ¥ = ¢ V1),
Yo EoiX Y ollavors ¥ | 0. Per a (I-) cal veure que si X, | 9 i
Y, ¢ E — Nlavors ¥ = —. Per a (E-) cal veure que -~ = .

Per a (IV) cal veure que si ¥ = oy, @i és lliure i y no és lliure a cap férmula
de ¥ ni a Vayp llavors ¥ = V. AixO esta fet a 3.6.4 en el cas y = z. En els
casos de (EV) i (I3) cal verificar que Yz = ¢f i ¢f = Jxyp si la substitucié
és lliure. Aix0 esta fet a 3.7.4. Per a (E3), necessitem veure que si ¢y és lliure
1 y no és lliure ni a X ni a ¢ ni a Jzyp llavors X, py E ¢ iX | Jxp implica
Y | ¢. Finalment, per (Sub =) cal veure que {t ~ u, 7} = ¢ si ambdues
substitucions sén lliures.

O

4.4 Algunes propietats de F

Observacio 4.4.1. 1. Si p € ¥ llavors X F ¢, doncs ¢ ja és una deduccio.
2. Si¥, CY¥oiXyF ¢ llavors Yo F ¢, ja que la mateixa deduccid serveix.

3. ¥ F ¢ sii hi ha 3y C X finit tal que 3¢ F ¢, doncs en una deduccié nomes
apareixen un nombre finit de férmules de X.

Definici6 4.4.2. Un conjunt de férmules ¥ és inconsistent si hi ha una férmula
p tal que X F ¢, —p. Aixo ultim és una manera abreujada de dir que ¥ F ¢ i
¥ F —p. Altrament direm que ¥ és consistent.

Proposici6 4.4.3. 1. (generalitzacid) Si x no és lliure a cap formula de ¥
i X F @ llavors ¥ F Vzo.
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2. (deduccid) X, b1 sii T @ — 1.

3. (contraposicid) X, o b1 sit X, b F —p.

4. (reduccio a labsurd) ¥, ¢ és inconsistent sit ¥+ -

5. 81 X és inconsistent llavors X+ ¢ per a qualsevol formula .

Demostracid. (1) surt aplicant (IV) i (2) aplicant (I —) i (E —). La implicacié

¥
de I’esquerra cap a la dreta de (3) és per (I=): si ! és una demostraci6 de ¢
G
que té les hipotesis a 3, ¢ llavors ¢
v
P

és una deduccié de - amb hipotesis a 3, —). El reciproc es fa usant introduccié
i eliminacié de la negacié:

-
¥ N
_|_|w
(G
—1)
és la deduccié buscada (cancellant totes les hipotesis =), on !  és una
deduccié de —p a partir de ¥ i ). -
D’esquerra a dreta de (4) és per (E—) i el reciproc és trivial. Finalment (5)
el deixem com a exercici. O

Ezercici 4.4.4. Contraposicié i Reduccié a ’absurd admeten una altra forma
canviant la posicié del —. Enuncieu-les i proveu-les.

De fet, cada una d’aquestes propietats de 'operador - la podem veure com
una o dues regles. En el primer cas és exactament la regla (IV). A (2) la
implicacié d’esquerra a dreta és la regla (I —) i laltre implicacié és la regla
(F —). La resta les podem veure com a regles ‘deduides’. Per exemple, la
implicacié de dreta a esquerra de (3) és

]
v ¢
v

mentre que laltre implicacié no és més que un cas particular de (I-).
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4.4.1 el tall
Proposicié 4.4.5 (tall). Si X F o1,...,0n @ ©1,..., 00 F  lavors X+ .

Demostracid. Es fa aplicant (I —) n cops i a continuacié (E —) n cops. Per
exemple, si n = 2, la seglient és una deducci6 de ¢ a partir de X:

1 P2

¢ P12 :
. on >, i + deno-

Y1 =@ : ; ' 1 1

P2 = (p1 — ) ) : 14
p1— @ ®1
12

ten deduccions de ¢ a partir de {®1,¢2}, de @1 a partir de ¥ i de @9 a partir
de X respectivament. O

4.4.2 generalitzacié de les constants

Notaci6é 4.4.6. Si¢=cy,...,c, sOn constants i T = x1,...,x, so6n variables,
< denota la férmula obtinguda substituint a ¢ cada ocurréncia de ¢; per x;,
i=1...n. Si D és una deduccié DS denota I’arbre obtingut a partir de D fent
la substitucié corresponent a cada node.

Lema 4.4.7. Si D és una deduccid i cap de les variables T = x1,...,x, apa-
reizen a D, llavors DS també és una deduccid.

Demostracié. Per induccié sobre D. Per la deduccié trivial és obvi. Si a 'dltim
pas hem construit D aplicant, per exemple, (IA) a

© Y
eAY

llavors D< s’obté aplicant la regla

05 Ys

o ANibg
que també és valida. I aix0 passara amb totes les regles: obtenim una instancia
diferent de la mateixa regla. L’unic punt delicat sén les quatre regles corres-
ponents als quantificadors. Deixem com a exercici comprovar que cap de les
condicions corresponents no s’espatlla. La rad és la tria de les variables 7. [

Una signatura S’ es diu que és una expansié simple de S si s’ha obtingut a
partir de 'anterior afegint constants, és a dir, si S’ conté S i S’ — S només conté
constants. A priori a S’ hi ha més deduccions que a S, inclds amb hipotesis i
conclusions de S. El corollari segiient diu que en aquest cas encara que hi hagi
més deduccions, es dedueixen les mateixes coses. Fg indica que la deducci6 és
as.
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Corolllari 4.4.8. Si S’ és una ezpansid simple de S, ¥ és un conjunt de S-
formules i @ una S-formula, llavors

1. EFSQD 511 ZFS/SD
2. ¥ és S-consistent sii X és S’-consistent.

Demostracid. (1) Com que tota S-deduccié és una S’-deduccidé, només cal veure
la implicacié de dreta a esquerra, i aixo surt del lema 4.4.7 observant que si
¢ € Fs lavors ¢S = . (2) és clar a partir de (1). O

Quan fem la demostracié del teorema de completesa estarem treballant amb
conjunts consistents de formules d’'un cert llenguatge. Aquest corollari ens per-
met considerar-los consistents en qualsevol expansié simple i ens permetra rela-
xar la notacio.

En el segiient teorema ens referim a una signatura donada S.

Corolllari 4.4.9 (Teorema de generalitzacié de les constants). Si ¥ = ¢ i ¢
no ocorre a cap formula de ¥ ni a ¢ lavors ¥ - Vxp.

Demostracio. Sigui D una deduccié de 7 a partir de ¥ 1 y una variable que no
apareix a D. Pel Lema 4.4.7 Dy és una deduccié de ¢, = ¢y a partir de X.
Com que y no apareix a D, aplicant (IV) obtenim la segiient deduccié de Vap
a partir de X:

X

_Py
Yzp

O
El resultat anterior el podem pensar com una regla deduida. En certes

presentacions de la Deduccié Natural es posa com una regla del calcul. Posat
en forma de regla, seria el segiient:

2
Vrp ’

si ¢ no ocorre a cap de les hipotesis obertes ni a .

També es pot presentar la regla (E3) usant constants de manera analoga.
Deixem com exercici la seva formulacio.

4.5 Regles deduides

Veiem aqui algunes regles que es poden derivar a partir de les basiques. Algunes
les usarem més endavant.
t1 =~ to

Lema 4.5.1. 1. ty L

tl%tg tQQ‘th

2. b~ 1
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g himu e b Rup Tt
’ UL Up
4 tlmul tn%un
' ftrtn = fur---up
Y T
[ .
(0
6 P P
o= =Y
v (¢ — ) (e — 1)
® -
P CAKD) —(p V)
—p -
[—¢]
9.
_ Y
VY

Demostracié. Només farem les quatre primeres i la tltima, les demés les deixem
com a exercici. A més, al provar una regla deduida ens permetrem usar regles
deduides anteriorment. A les quatre deduccions que segueixen, x és una variable
que no apareix a cap altre terme. Aixo fa que, per exemple, (v ~ 1)}, =t =t
i(x ~ t1)f, = ta = t;. Les tiniques regles que apliquem en aquestes quatre
primeres sén les de la igualtat.

t1 ~ uy (Tl‘tg)a
3. Ho fem en el cas n = 2: lo = uo (ruix)y, = (rate)y,
(rurz)y,
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4. Ho fem també per n = 2:

tl ~ U1 (ftth ~ fl‘tg)tml
to & up (ftita = furz)f, = (ftata = fota)y
(ftltg ~ fulx)sz

Finalment, fem (9) usant lliurement les anteriors: -
~(p X ¥) ¥
~(e X ) ~p o —
—1p Y
~(p V)
) VY
Aqui : denota una deduccié de ¥ usant —p com a hipotesi. O
G

Ezercici 4.5.2. Demostreu que per cada terme ¢ hi ha una variable x tal que

Fdxt~ .x



Capitol 5

Un calcul deductiu tipus
Hilbert

Introduirem aqui un calcul deductiu, amb el que intentarem formalitzar que és
una ‘demostracié’. Hi haura una série d’axiomes logics (els quals haurem de
veure que sén formules valides) i una sola regla: el Modus Ponens. Aquesta diu
que de ¢ i ¢ — 1 ‘s’en segueix ¢’. Quan a partir de ¥ podem ‘demostrar’ ¢
ho escriurem X - ¢ i direm que ¢ es dedueix de X. L’objectiu sera veure que
aquest calcul és complet, és a dir deduim tot el que és conseqiiencia logica i no
més. En simbols: ¥ F ¢ sii ¥ | .

5.1 Axiomes logics

Un generalitzacié d’una férmula ¢ és una altre férmula que s’ha obtingut afegint
quantificadors universals al davant: VaVy - -- . Els axiomes logics son totes les
féormules segiients aixi com les seves generalitzacions:

e Les tautologies

o Yxp — 7, on x és substituible per t a ¢ . (Axioma de substitucid)
e v — Vap, on z no és lliure a . (axioma de generalitzacid)

o V(o — ) = (Vop — Varh)

o dryp « —Va—p

o (Xt

[ ] tlth_)tZQtl

(tlztg/\tgf\'\jtg)—)tlzt?,

(t1%ul/\u'/\tn%un)—>ft1...tn%fu1...un

39
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o (L1 mur A Aty R Uy ATty ... ty) = TUL ... Up

Se sobreentén que ¢ i 1 sén férmules qualssevol, que f és un simbol funcional
n-ari, 7 és un simbol de relacié6 n-ari i que les t’s i les u’s que apareixen en
els cinc ultims grups d’axiomes logics sén termes. També sobreentenem que la
signatura és fixada, per no tenir que parlar d’S-axiomes. Farem servir A per
denotar els axiomes logics. Observem que hi ha infinits axiomes en cada grup.

5.2 deduccions

S també esta fixat i anem a introduir les deduccions (haurfem de parlar d’S-
deduccions). ¥ denotara un conjunt de férmules i ¢ una férmula.

Definicié 5.2.1. Una deduccid a partir de X és una seqiiencia finita de formules
©1,...,ppponpercadat=1,...,n:

e 0 bé p; és un axioma logic,
e 0 bé p; €3

e obéhihaj<iik <italsquepr=¢; — ¢ (p; s’'obté per Modus
Ponens de ¢; i ¢y).

Si p és la ultima férmula d’una deduccié a partir de 3 direm que hi ha una
deduccio de ¢ a partir de ¥ o també que ¢ es dedueix de ¥ i ho escriurem
> F . També farem servir ¥ F ¢,...,p, per indicar que cada una de les
formules @1, ..., v, es dedueix de . @1, ..., v, F ¢ ho farem servir per denotar
{¢1,---,n}tt . També I ¢ denotara 0 - .

Exemple 5.2.2. Veiem que F ¢f — dzy si x és substituible per ¢ a ¢. Una
deduccié seria:

1. Ve — —pf  Ax. Logic

2. (Va—p — —=¢7) — (¢f — “Va—p) taut. (A — -B) — (B — —A)
3. ¢f — V- M.P 1,2

4. dzp «— —Vr—p Ax. Logic

5. (pf — Vo) — ((Fzp < Vo) — (¢f — Jzp)) taut. (A — B) —
((C<—> B) — (A—> C))

6. (3zp — Va-p) — (¢F — Jzp) M.P. 3,5
7. of — dxp M.P. 4,6

A continuacié de cada férmula de la deduccié indiquem si és axioma logic
(i si és tautologia indiquem quina) o bé si s’obté per modus Ponens de dues
férmules anterior indicant quines.
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5.3 El teorema d’adequaci6
Proposicié 5.3.1 (adequacid).
SF e implica ¥ E ¢

Demostracio. Una demostracié per induccié sobre la longitud de la deduccié ho
redueix a provar que ¥ = ¢ ens els casos en que ¢ € X U A o ¢ s’obté per
modus Ponens de dues féormules anteriors. El cas ¢ € 3 és evident i el cas en
que ¢ s’obté per M.P. de ¢ — ¢ i 1, per hipotesi d’induccié tenim que ¥ = v
iY E v — ¢ don s’en segueix ¥ = . Pel que fa al axiomes logics, tots sén
féormules valides. Aix0 s’ha de fer per tots els grups. L’axioma de generalitzacié
esta fet a 3.6.4, 'axioma de substitucié esta fet a 3.7.4, les tautologies les deixem
com a exercici. La resta d’axiomes sén immediats i també els deixem com a
exercici. O

5.4 Algunes propietats de |

Observacio 5.4.1. 1. Sip € YU Allavors X F ¢, doncs en aquest cas ¢ ja és
una deduccié a partir de X

2. Si¥; C3¥siXF ¢ llavors Yo - ¢, doncs la mateixa deduccid serveix.

3. ¥ F ¢ sii hi ha ¥y C X finit tal que 3¢ F ¢, doncs en una deduccié nomes
apareixen un nombre finit de féormules de X.

4. Tot segment inicial d’'una deduccié és una deduccié.

5. 1Y F p1,...,0n 1 @1,...,0, F @ llavors ¥ F . Només cal substituir
a la deducci6 de ¢ a partir de {¢1,...,¢n} cada ocurréncia de cada y;
per la seva deduccié a partir de ¥. També es pot fer posant primer les
deduccions de les férmules ¢4, ..., @, (en qualsevol ordre) i a continuacié
la deduccié de .

La propietat (5) la farem servir constantment i ens permetra usar en una
deduccié férmules préeviament deduides com si es tractessin d’axiomes logics o
féormules de I'antecedent. En particular si sabem que F ¢ podem fer servir ¢
com si es tractés d’un axioma logic.

FEzxemple 5.4.2. Veiem que si « no ocorre a t llavors - dot ~ x :
1. t=t Ax. Logic
2. t=t— dat=z ded.
3. det =~z M.P.1,2

Hem usat ¢ ~ ¢t — Jzt ~ x ( ho indiquem amb ‘ded’), i aixd surt ho hem
vist a 'exemple 5.2.2. En aquest cas ¢ =t =~ x. Usem que x no ocorre a t per
veure que pf =1t~ t.



42 CAPITOL 5. UN CALCUL DEDUCTIU TIPUS HILBERT

De fet aixd no és una deduccid, caldria reemplagar (2) per la deduccié feta
a lexemple 5.2.2. Aquest abus de llenguatge el farem constantment.

A continuacié donarem uns quants metateoremes (teoremes sobre deducci-
ons) que ens permetran simplificar la feina a ’hora de veure que una férmula es
dedueix d’un conjunt de férmules.

Proposicié 5.4.3 (generalitzacid). Si x no és lliure en cap de les férmules de
Y 12X F o llavors ¥ F Vxp.

Demostracio. Fem la demostracié per induccié sobre la longitud de la deduccié.
Si la longitud és 1, o bé ¢ és un axioma logic o bé pertany a . En el primer
cas YV també és un axioma logic i en el segon

1. ¢ hip.
2. ¢ — Vap axioma logic ja que x ¢ VL(p)
3. Voo M.P.12

és una deduccié a partir de X. Si la longitud és més gran que 1, els casos en
que ¢ és axioma logic o pertany a ¥ es fan igual. Si ¢ s’obté per M.P. de ¢ i
Y — p, per HI X FVzy i X+ Va(v — ¢). Llavors

1. Va(y — ¢) ded.

2. V(¢ — ) — (Vo) — Vap) Ax. Log.
Vo — Ve M.P. 1,2

V) ded.

oo W

Vze M.P. 34
és una deduccié de Vzy a partir de & 0

Ezemple 5.4.4. anem a veure que si ¢ - ¢ llavors Vxp - Vai. Primer veiem
Vap F @

1. Vxp hip.

2. Yz — ¢ Ax. Log.

3. ¢ MP. 12
per generalitzacié obtenim que Vzy F V.
Proposicié 5.4.5 (teorema de la deduccid). X, o - ¢ sit ©F p — 1.
Demostracio. Si % F ¢ — 9, llavors

1. ¢ — ¢ ded

2. ¢ hip
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3. ¢ M.P.1,2

és una deduccié de 1 a partir de X.

El reciproc el fem per induccié sobre la longitud de la deduccié de ¥ i es
reduird a veure els casos en que ¥ € XU {¢} U A o bé s’obté per modus Ponens.
Enelcasen quey € UA

1. ¢ Ax. Logic o hip.
2. ¢ — (¢ — 1) taut.
3. -1 MP.12

és una deduccié a partir de X.
Si 1 = ¢ només cal tenir em compte que ¢ — ¢ és una tautologia. Si
s’obté per M.P.de 010 — ¢, per HI. ¥ p —-0i X+ ¢ — (0 — ¢). Llavors

1. ¢ — 0 ded.

(=0 = ((p— (0 =) = (p— ) taut.
(o= (0 —7) = (¢—1) MPI12

4. p — (0 =) ded.

w N

5. ¢ — b M.P.3,4

Corolllari 5.4.6 (contraposicid). X, o F 4 sii 3, - F —p.

Demostracio. Pel teorema de la deduccié hem de veure que X F ¢ — 1 sii
Y F = — —p. Pero les formules ¢ — 11— — —p es dedueixen 'una de laltre
usant les tautologies (¢ — ) — (= — =) i (=) — =) — (p — P). O

De fet aquesta regla presenta 4 variants segons on posem les negacions.
Deixem com exercici el seu enunciat i la seva demostracio.

Ezemple 5.4.7. Veiem que si ¢ F 9 llavors dzp F Jzp. De ¢ F 9, per con-
traposicié, obtenim —i F —p. Per 'exemple 5.4.4 llavors Vz— + Vae—p i
per contraposicié un altre cop —Vz—p F —Vax—. Usant els axiomes Jxp
V-, dx1p > Vr—Y obtenim Jxp F —Vr—p i -Vx—) - Jx1p, que combinat
amb —Vz—p - —Vz—1 ens dona Jzp - Jx.

Exemple 5.4.8. veiem que Vzyp 4 —Jz—¢. Usant I'axioma Jx—p « —Vr-—p i
tautologies tenim que 3x—¢ "+ =Vx——, i per contraposicié ~Jz—p - V.
Per 5.4.4 Yz 4 Va——¢ i ja ho tenim usant la transitivitat de F.

Definicié 5.4.9. ¥ és inconsistent sii 3 F ¢, ¢ per alguna féormula .

Usant la tautologia ¢ — (—p — 1) és facil veure que si 3 és inconsistent
llavors ¥ F 1) per tota ).
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Corolllari 5.4.10 (Reduccié a Absurd). X, ¢ és inconsistent sii ¥+ —p.

Demostracio. Si %, ¢ és inconsistent llavors 3, ¢ F —p i pel Teorema de la
deduccié ¥ F ¢ — —p. Usant la tautologia (¢ — —¢) — —¢ 1 M.P. conclourem
que X F —p. El reciproc surt perque si ¥ F g llavors X, p F ¢, —p. O

També és cert que X, = és inconsistent sii 3 F . demostreu-ho.

Ezercicit 5.4.11. Demostreu semanticament 5.4.3, 5.4.5 1 5.4.6, és a dir, demos-
treu que també sén certs si reemplacem + per |=. Demostreu que també val
5.4.10 reemplagant consistent per satisfactible.

5.4.1 el teorema de generalitzacié de les constants

Aqui treballarem amb dues signatures alhora i haurem d’anar en compte en
quina ens movem. Quan sigui necessari posarem un subindex S per indicar la
signatura. Treballarem amb expansions simples d’una signatura .S, que vol dir
que només hem afegit a S simbols de constant. A més farem servir la notacié
seglient. Si¢ =c¢y,...,c, sOn constants i ¥ = y1,...,y, son variables llavors ga%
denota la férmula obtinguda a partir de ¢ substituint cada ocurréncia de ¢; per
y;. Se suposa que tant les constants com les variables sén diferents.

Lema 5.4.12. S’ expansié simple de S, ¥ un conjunt de S’-férmules i ¢ una
S’-férmula. Si p1,...,pn €s una S’-deduccid de ¢ a partir de ¥, €= c1,...,cp
son totes les constants de S"\ S que ocorren a la deduccid i Y= y1,...,Yn SO0
variables que no ocorren a la deduccid llavors

c c

(901)%7 R (@n)f
és una S-deduccid de ¢S a partir de Y.

Demostracio. Si ¢ s’obté per M.P. de 9 1 ¢ — ¢ és clar que llavors go% s’obté

per M.P. de ¢ 1 (¢ — ¢)g = 92 — 2. Només hem de veure que si ¢ és axioma

logic de S’ llavors ¢ €s axioma logic de S. Aix0 s’ha de comprovar per tots

els tipus. L’tnic un pel delicat és 'axioma de substitucié: ¢ = Vayp — ¢f si
z

la substitucié és lliure. Com que g no ocorren ¢, tindrem (Yy)e = (Y5)% i la
v

substituci6 de = per 7 en 92 és lliure. Aixi & = Va? — (Y2)% és un axioma
logic. O
Corolllari 5.4.13. S’ és una expansid simple de S, ¥ un conjunt de S-férmules

1 @ una S-formula. Llavors

1.
Ykhse sii Xbg @

2. Si és S-consistent sii ¥ és S'-consistent.

Demostracid. (1) Com que tota S-deduccié és una S’-deduccié, només cal veure
la implicacié de dreta a esquerra, i aixo surt del lema 5.4.12 observant que si
¢ € Fs lavors & = . (2) és clar a partir de (1). O
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Quan fem la demostracié del teorema de completesa estarem treballant amb
conjunts consistents de formules d’'un cert llenguatge. Aquest corollari ens per-
met considerar-los consistents en qualsevol expansio simple i ens permetra rela-
xar la notacio.

En el segiient teorema ens referim a una signatura donada S.

Teorema 5.4.14 (Teorema de generalitzacié de les constants). Si ¥+ ¢? i c
no ocorre a cap formula de ¥ ni a ¢ llavors ¥ F V.

Demostracio. Pel Lema 5.4.12 hi ha ¥y C ¥ finit i una variable y que no ocorre
ni a Xo ni a ¢f tal que Xo F g = ¢y . Per generalitzacié Yo = Vypy.

cy
La demostracié acaba veient que Vypy = Vrp. Usant I'axioma de substituci6
Vypy — ¢4 (la substitucié és lliure) i tenint en compte que ¢y¥ = ¢ (perque

Y no ocorre a ) veiem que Vypy F ¢. Com que z no és lliure a Vypy, per
generalitzaci6 obtenim Vypy - Vrp. O
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Capitol 6

El Teorema de Completesa

Definicié 6.0.15. Un conjunt de S-férmules ¥ té testimonis si per a cada S-
férmula del tipus Jzp (que comenci per un quantificador existencial) hi ha una
constant c tal que Jzp — % € 3.

Lema 6.0.16. Si X és un conjunt consistent de S-férmules, hi ha una expansio
simple S’ de S 1 un conjunt X' consistent i amb testimonis de S’'-férmules tal
que X C Y.

A més es pot fer de tal manera que |S’| = |S| + Ny.

Demostracio. Primer considerem S* ’expansio simple de .S afegint una constant
nova ¢ per cada S-férmula que comenga per un existencial (del tipus Jzgp).
Considerem el conjunt de S*-férmules ¥* afegint a les formules de ¥ totes les
férmules del tipus Jzp — 7, on Jzp és una S-férmula i ¢ és la constant que
li correspon. Anem a veure que X* és consistent. Si no ho fos prenem un
subconjunt finit minimal inconsistent X7. 33 ha de contenir alguna férmula del
tipus dxp — ¢, on ¢ és una constant nova perque X és consistent. Posem

6 =21 U{3zp — ¢¥}. Per RA. Xf F ~(Fzp — ¢¥), i com que =(3zp —
©%) F Jzp,—p? deduim que XF F Jzp, —pZ. Pel Teorema de Generalitzacié
de les constants ¥ F Va—y i per tant X7 és inconsistent. Aixo contradiu la
minimalitat de X§.

El pas de ¥ a X* preserva la consistencia, pero encara no té testimonis,
doncs han aparegut noves férmules. Aixo s’arregla repetint aquest procés RN
vegades. Definim una cadena {X,}, .y d’extensions de ¥ de la manera segiient:
Yo: =%, X1 = (3,)* i prenem ¥/ que sigui la unié dels %,,. X’ és consistent
perqueé tota part finita seva ho és (doncs estd continguda en alguna %,,) i té
testimonis de Henkin, doncs tota férmula del tipus 3z de la signatura de X,
té un testimoni a ¥, 1.

Pel que fa a la cardinalitat de S’ només cal observar que (en cada pas) hem
afegit com a molt |Fg| = |S| 4+ Ng constants. O

Definicié 6.0.17. X és consistent mazximal sii és consistent i per a cada
féormula ¢ o bé ¢ € X 0 bé ~p € X.

47
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Si ¥ és consistent maximal tindrem que exactament una de les dues férmules
p, T esta a Y. aquests conjunts tenen molt bones propietats:

Observacio 6.0.18. Si 3 és consistent maximal llavors:
1. XFpsiipeX
2. pVypeXsiiobépeXobéypeX
3. pANYpeXsipeXiyvel
4. p—opeXsiobépglobéypeXx
5. ppeXsiiobé g, el obép ¢,
Demostracio. Ho deixem com a exercici. O

Lema 6.0.19. Tot conjunt consistent de S-formules es pot estendre a un conjunt
consistent mazimal de S-férmules.

Demostracio. Usem el Lema de Zorn. Sigui ¥ un conjunt consistent de S-
férmules. Considerem R el conjunt dels conjunts consistents de S-férmules que
contenen Y ordenat per inclusié. Com que la consistencia és finitaria, tota
cadena d’elements de R té una cota superior: la unié. Pel lema de Zorn Prenem
Y’ un maximal de R i veiem que és el que busquem. Si p ¢ ¥/ i —p ¢ ¥’ llavors,
per maximalitat ¥/ U {¢} i ¥’ U {—¢} s6n inconsistents i per R.A. ¥/ F ¢, .
Aix0 contradiu la consisténcia de Y. O

Coroll'lari 6.0.20. Si X és un conjunt consistent de S-férmules, hi ha una
expansio simple S’ de S amb |S'| = |S|4+Rg i un conjunt X' consistent mazimal
i amb testimonis de S’-férmules tal que ¥ C X',

Demostracio. Primer apliquem 6.0.16 i després 6.0.19. Observem que el segon
pas no espatlla el primer perque no ampliem S. O

Teorema 6.0.21 (Teorema de completesa). Si ¥ és consistent, existeizen M
io:V — M tal que M = X[p]. A més, es pot fer de tal manera que |M| <
|S| + No.

Demostracié. Per 6.0.20 podem suposar que X és consistent maximal i amb
testimonis passant a una expansié simple de S. Observem que en aquest procés
a |S| 'hi sumem com a molt Ng.

Anem a definir M. El domini de M sera Ts/ ~, on ~ ve definida per t; ~ t;
sii t1 =t € X. Dels axiomes de la igualtat (o de 4.5.1) es dedueix que ~ és
relacié d’equivalencia. Per exemple, per demostrar la reflexiva hem de veure
que t = ¢t € X. Aix0 surt de ¥ F ¢ = ¢ tenint en compte la observacié (1) de
6.0.18.

Ara definim la interpretacié dels simbols no logics:

e Sice(, definim M =c/~.
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e Si f és un sfmbol funcional n-ari definim f™ aixi:

fM(tl/N77tn/~):ft1tn/N

Aix0 esta ben definit doncs si t; &~ u; € X per ¢ = 1...n, usant els axiomes
de la igualtat (o 4.5.1), llavors ftq---t, = fuy---u, € 2.

e Sir és un simbol de relacié n-ari, definim:
(t1) ~,otn) ~) €M sit rty---t, € 5.

Esta ben definit, doncs de t; &~ u; € 3, usant els axiomes de la igualtat (o
4.5.1) deduim rty ...t, €3 sii ruy...u, € X.

De fet, per construir M, en tenim prou amb les constants, ja que per a tot t € Tg

hi ha una constant ¢ tal que t/ ~= ¢/ ~. Per 5.4.2 (0 4.5.2) , ot =~ x € &

per una certa variable z. D’altra banda, com que ¥ té testimonis, la férmula

daxt =~ x — t =~ ¢ € X per una certa constant c. Per completesa de X, t = ¢ € 2.
Ara definim o

o o(x)=a/~.

Ara es facil demostrar, per induccié sobre ¢, que tM[o] =t/ ~.
Finalment anem a demostrar, per induccié (sobre la longitud de la férmulal)
que
ME plo] sii pe X (6.0.1)

i amb aix0 ja haurem acabat.

Si (pztl %tg, M ':tl %tg[(f] sii tl/ N:tQ/N sii tl %tz SN
Sip=rt;-ty, METt - -tylo] sii (t1/~,...,tn/ ~)ErM sii rty---t, €
3. Les connectives logiques es fan totes igual, usant 6.0.18. Fem, per exemple,
la negacié:

M = —plo] sii M} p[o] sii ¢ ¢ 3 sii (per maximalitat) - € 3.
L inic punt delicat sén els quantificadors. Per a ’existencial, hem de veure
M E Jzplo] sii Jxp € 2.

Observem primer que M = Jxyp[o] sii hi ha una constant ¢ tal que ¥ € X:
M = ¢loy, ] sii (pel lema de substitucié) M = ¢glo] sii (per HI) ¢f € X.
Com que F ¢? — 3z (per 5.2.2 o la regla (/3)) llavors ¢f — Jzp € ¥. Per
completesa tenim la implicacié d’esquerra a dreta. Reciprocament, si dJzp € ¥ i
com que X té testimonis Jzyp — ¥ € ¥ per alguna constant c. Per completesa
deduim que ¢7 € 3.

Els cas del quantificador universal es fa analogament: tindrem que M =
Vaplo] sii ¢f € ¥ per a tota constant c¢. Una implicacié sortira usant que
(Vzep — @) € ¥ per a tota constant c¢ (per ser axioma logic o per (EV)).
L’altre surt perque hi ha una c tal que (p? — Vze) € 3. Aixo tltim surt, usant
6.0.18 (o exercici pel lector) i 5.4.8 de que (Jz—p — —¢*) € 3 per una certa c.

Pel que fa a la cardinalitat: | M| < |Ts| < |S| + No. O
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De 5.3.1 (0 4.3.21 6.0.21 obtenim el teorema de completesa en la seva forma
usual. Es pot enunciar de dues maneres equivalents.

Definicié 6.0.22. Es diu que un conjunt de férmules X és satisfactible si existeix
una estructura M io:V — M tals que M | X[o].

Teorema 6.0.23 (Teorema de Completesa). Si X C Fs i ¢ € Fs llavors

1.
YSEe sii Tk

Y. és consistent sit X és satisfactible.

Demostracid. (1). La implicacié de dreta a esquerra és 5.3.1. Si ¥ |= ¢ llavors
¥, = és insatisfactible. Per 6.0.21 X, —p és inconsistent i per R.A. X F ¢.

(2). La implicacié d’esquerra a dreta és 6.0.21. Si ¥ és inconsistent llavors

Y F ¢, —p per alguna férmula ¢. Llavors ¥ = ¢, - i per tant és insatisfactible.

O



Capitol 7

Introduccio a la teoria a
models

7.1 Els teoremes de Compacitat i Lowenheim-
Skolem

En aquesta seccié veurem dues conseqiiencies fonamentals del teorema de com-
pletesa (i de la seva demostracid): els teoremes de compacitat i Lowenheim-
Skolem.

Com que F és un operador finitari, del teorema de completesa 6.0.23 en
deduim que = també ho és, i aix0 no és trivial. Es el teorema de compacitat.
Encara que val per a férmules en general, ’enunciem per a senténcies, que és
com s’utilitza a la practica.

Teorema 7.1.1 (Teorema de compacitat). Si ¥ C SENTg i ¢ € SENTg lla-
vors:

1. X té models sii tot o C X finit t€é models.
2. ¥ o siiper a tot g C X, Xg E .

Teorema 7.1.2 (Lowenheim-Skolem descendent). ¥ C SENTg. Si X té models,
llavors & té models de cardinal com a molt |S| + Rg.

Demostracio. Si % té models, per 6.0.23 ha de ser consistent i per 6.0.21 ha de
tenir algun model de cardinal com molt |S| + No. O

Teorema 7.1.3 (Léwenheim-Skolem ascendent). ¥ C SENTg. Si ¥ té models
infinits, llavors ¥ té com a ménim un model de cardinal A per a cada A > |S|+No.

Demostracid. Considerem S’ ’expansié simple de S que s’obté al afegir {¢; | i € I},
un conjunt de A constants ( [I| =X )iX :=XU{¢; #c¢; |i#1, i,5 € I}. Tota
part finita Yo de ¥’ té un model: només cal prendre el model infinit M de

51
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Y i interpretar les constants que hi apareixen (un nombre finit) com elements
diferents de M. Per compacitat ¥’ té un model. Per 7.1.2 ¥/ té un model N de
cardinal com a molt |S’'| = |S| + A = A. Per ser model de ¥’, el seu cardinal ha
de ser com minim A (doncs conté A elements diferents: la interpretacié de les
constants). Tot plegat: |N| = A. O

De fet n’hi ha prou que ¥ tingui models finits de cardinal no fitat:

Proposicio 7.1.4. X C SENTg. Si X té models finits de cardinal arbitrariament
gran llavors X2 té models infinits.

Demostracid. Considerem ¥’ = ¥ U {¢>, |n € N}, on ¢>, és una senténcia
expressant que hi ha com a minim n elements diferents. Per hipotesi, tota part
finita de ¥’ té models, i per compacitat, ¥’ té models. Pero els models de X’
son els models infinits de X. O

7.2 Equivalencia elemental i teories completes

Notaci6é 7.2.1. Si M és una S-estructura, Th(M) denota el conjunt de S-
sentencies que valen en M.

Definicié 7.2.2. Dues S estructures M, N sén elementalment equivalents si
Th(M) = Th(NN) i ho denotarem per M = N.

Observacio 7.2.3. M = N sii Th(M) C Th(N) sii N € Mod(Th(M)).
Demostracid. Ja que M = ¢ sit M = —o. O

Pel Teorema de I'homomorfisme 3.5.2, Si M = N llavors M = N. En
general, ‘ser elementalment equivalent’ és més debil que ‘ser isomorf’. De fet
nomeés coincideixen per estructures finites:

Teorema 7.2.4. 1. St M és infinita hi ha estructures elementalment equi-
valents 1 no isomorfes a M.

2. Si M és finita i N = M llavors M i N son isomorfes.

Demostracid. (1). per 7.1.3 Th(M) té models de cardinal diferent a |M] i per
tant no isomorfs a M.

(2). Comencem pel cas en que S és finit. Anem a veure que hi ha una
senténcia ¢ que descriu el tipus d’isomorfia de M. Si M = {a1,...,an}
considerem la sentencia @y = 3x1,...,TxP, ON

Yu = A ﬂfi?éxiAViU(\/y%%)/\/\ws :

1<i<j<n i=1 ses
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i la formula 14 descriu la interpretacié del simbol s en M de la manera segiient.
Si s = ¢ és una constant i ¢™ = q; llavors 1), := ¢ ~ x;. Si s = f és un simbol
funcional m-ari

/(/)f = /\ f(x’lil?' R xim) = mg(il,...,im)v

1<i1,.0yin<n

on fM(a;,... a;,) = Ag(iy,....in)- S1 8 =1 és un simbol de relacié m-ari
Yy 1= /\ TLi -y Ty, N /\ Ty Ty -
(@igsees@ipy, ) ETM (@igsees@ipy, ) EM™A\PM

Es clar que N E Yar(biy ..., by) sii a; — b; és un isomorfisme. Aixi N = ¢
sii N =M.

Ara anem a fer el cas en que S és infinit. Suposem M = N. Es clar que
llavors N és finita i del mateix cardinal que M. Si M % N, per a cada bijeccié g
de M en M hi ha un simbol s, que no es preserva per g (el que impedeix que g
sigui un isomorfisme). Com que només hi ha un nombre finit de bijeccions entre
M i N lasignatura S' := {sy | g : M — N bijectiva} és finitai M [ S’ Z N | S
en canvi M | S8’ = N | 8, contradiccié. O

Definicié 7.2.5. 1. Una teoria T és un conjunt de sentencies tancat per
conseqiiéncia logica.

2. Direm que una teoria és completa' quan per a tota sentencia ¢, o bé ¢ € T
obépeT.

Per exemple Th(M) sempre és una teoria completa (i consistent). De fet
aquestes sén totes:

Proposicié 7.2.6. T teoria consistent. Son equivalents:
1. T és completa
2. Tots els models de T son elementalment equivalents
3. T =Th(M) si M € Mod(T)
Demostracio. Ho deixem com a exercici. O

Observacio 7.2.7. 1. Tot conjunt de senténcies ¥ determina una teoria: el
conjunt de les seves conseqiiéncies logiques Con(X) := {¢ € SENTg | X | ¢}.

2. Si T := Con(X) direm que ¥ aziomatitza T.

3. Quan T = Cons({¢}) direm que T és finitament ariomatitzable.

L Aquesta nocié es diferent de la completesa d’un conjunt de férmules donada en 6.0.17.
Una teoria mai és completa en el sentit de 6.0.17. Ni tan sols implica que T = p o T |= —¢
per a cada férmula



54 CAPITOL 7. INTRODUCCIO A LA TEORIA A MODELS

4. T és finitament axiomatitzable sii Mod(T) és elemental.

Si una teoria T té un tnic model M (llevat isomorfia), per 7.2.4 aquest model
ha de ser finit. A més, si S és finit T ve axiomatitzada per ¢j;.

Definicié 7.2.8. T una teoria i A un cardinal. T és \-categorica sii T té un
tnic model (llevat isomorfia) de cardinal A.

Proposicié 7.2.9 (Test de Los-Vaught). Si T és consistent, no té models finits
i és A-categorica en algun cardinal X > |S| + N llavors T és completa.

Demostracié. per 7.2.6 hem de veure que dos models M i N de T sén elemen-
talment equivalents. Per 7.1.3 prenem M’ i N’ models de Th(M) i Th(N)
respectivament de cardinal \. Per categoricitat M’ = N'. Llavors M = M’ =
N'=N. O

Ezemple 7.2.10. Per 7.2.9 (i una miqueta de treball per tal de justificar-ne la
categoricitat en cada cas), sén teories completes:

1. La teoria dels (purs) conjunts infinits: S = () i T' és la teoria axiomatitzada
per {p>, | n € N}. T és categorica en qualsevol cardinal.

2. La teoria dels ordres densos (més precisament: ordres totals densos i sense
extrems) S = {<} i Torpsk és la teoria axiomatitzada per VaVy3z(z <
y—x<y<z),Vedydz(y < z < z) més un axioma expressat que < és
ordre total. Llavors Torpsge és No-categorica (cal demostrar-ho per Back
and Forth) pero no és categorica en cap altre cardinal infinit.

3. La Teoria del cossos algebraicament tancats de caracteristica fixada és ca-
tegorica en qualsevol cardinal no numerable, en canvi no és Ny-categorica.
Aix0 és clar utilitzant el criteri de Steinitz per a la isomorfia de cossos
sobre el cos primer.

4. Si k és un cos finit, la teoria dels k-espais vectorials infinits és categorica
en qualsevol cardinal.

5. Si k és un cos infinit, la teoria dels k-espais vectorials infinits és categorica
només en cardinal no numerable.



