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Integracié de funcions reals d'una variable real

1. a) Considereu el conjunt format per tots els nombres racionals de U'interval [a,b]. Formen una
partici6?

b) Donat l'interval [a,b], construiu una particié que ens el divideixi en n subintervals de la
mateixa longitud.

2. Sigui f : [a,b] — R una funcié creixent. Si P,, denota la partici6 de [a,b] en n subintervals de
la mateixa longitud, demostreu que:

OSS(Pn,f)*S(me): boa

(F(b) = f(a)).

3. Esbrineu si és integrable a [0,2] la funcié definida per

[ 1, si z=a+bV/3onabeqQ,
fla) = { 0, altrament.

4. Demostreu que si P és una particié que compleix que S(P, f) —s(P, f) < € on € és una constant
positiva, llavors hi ha infinites particions complint la mateixa condicid.

5. Demostreu que la funcié f(z) = (¢® sinz)/2? és integrable a l'interval [1, 7] i proveu la desigualtat
seglient:
T e¥sine
Og/ ——dx < e (m—1).
I

Tt
6. Demostreu que si f és continua, la funcié g definida per g(z) = / ft)dt (a > 0) és
r—o

derivable en R i calculeu el valor de la seva derivada.

T 1
7. Demostreu que si f és continua i / ft)dt = / f(t)dt per atot z € [0, 1], aleshores f(z) =0,
0
va € [0,1]. ‘

8. Fent ts del Teorema Fonamental del Calcul, calculeu les derivades de les funcions:

2 2

F(z) = /OZ (sint?) In(1 + ¢2) dt; G(z) = /OSin Icos(ln(Qtz)) dt.

9. Sigui f una funcié continua a R, derivable al punt o i tal que f(zo) = 0.

T ft)dt
a) Calculeu lim MA
T—x0 (z — ;L'O)2
[7 e p (1) dt
b) Si zg = 0, calculeu 1in(1) OJ,W en funcié de la derivada de f al punt 0.

ot

10. Sigui f: (0,+00) \ {1} — R definida per f(x) = / i

a) Proveu que f és estrictament creixent a (0,1) ia (1,+0c0).

b) Proveu que f és concava a (0,1) i a (1,+00).
‘172
11. Trobeu una funcié f definida en [0, +00) tal que / (1+t)f(t) dt = 62*.
0

12. Trobeu la parabola que millor aproxima la funcié

f(ac):cz—F/O \/%Tdt

en un entorn del punt x = 0.

13. Sigui
0
F(z) = / sin ¢2 dt

Tr—a?

a) Trobeu el domini D de F.

b) Justifiqueu que F té extrems absoluts en D i trobeu-los.

b b
14. Siguin f i g dues funcions continues en [a, b] tals que / f(z)de = / g(x) dz. Demostreu que
existeix ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c). ‘ ‘

15. Sigui f : [-a,a] — R on a > 0 una funcié integrable. Demostreu que:

a a
a) si f és una funcié parella, flz)de = 2/ f(z) de;
—a 0

b) si f és una funcié imparella, / f(z)dz =0.

—a




16. Calculeu les integrals immediates segiients:

1—2\2 3
a) - dz; b) T dx;

c)/ alrcE122z dx; d) /xﬁdx;

1 2
. 52T .
2 /x Inw d; 2 /zo d;

1
g) / = 1622 ™

17. Calculeu per parts:

a) /lnzdx; b)/e2zsinxdx;
c) /Iln (%) dz; d) 1\r;f
e)/arcsinxdw; f)/a:sin?gv dz.

18. Calculeu les integrals racionals segiients:

22— 5246

. 2
a)/ 2z +3 da: b)/?)z +5I+2d$;

(z—1)3

1 1
of et 9 [ erre

322 +1 1
e) /Wda:, f)/mdz7
1
0 [ i

19. Calculeu les integrals seglients fent servir canvis de variable:

a) ./2(51'2 —1)1928 4z, D) /

;

1+e®

c)/x_l/Zcot( ) dz; /ﬁiL

e)/ e’ d: ) / cos &
Vi—ex \/1+51nz

dx;

20. Calculeu les integrals trigonometriques segiients:

a) / tan? 2 dz; b)/ sin? z cos 6z di;

c)/ sin’ x da: )/ sin x
1—tanx l*SlHVL

3 .
e) /%dw; f) /sin2z0054zdm.
9 + sin” 3z
21. Calculeu les integrals irracionals segiients:

a)/@dw; b)/\/%dx

c)/‘ EEEIP 36
o3+ a2 Val—dz+5

) / L / T4
e —dx; —dx
Vidz? —1 V3—z
22. Trobeu Parea determinada per la parabola y = 22 + 7 i la recta y = 10 .

23. Trobeu l’area determinada per la interseccié dels cercles de centre (0,0) i radi 1 i de centre
(1,0) i també radi 1.

24. Trobeu larea que determina la interseccié de la circumferencia z2 4+ 32> = 25 i Pellipse
1

3024+ —1? = 1.

r° + 30J

25. Considereu les paraboles y = 2% i y = 22 — 4z + 6.

a) Proveu que la recta y = x — 1/4 és tangent a totes dues.

b) Calculeu l'area del recinte limitat per les dues paraboles i la recta y =z — 1/4.

26. Trobeu el volum generat per la rotaci6 de:

a) la regié del primer quadrant limitada per la parabola y? = 8z i la recta 2 = 2 al voltant l'eix
d’abcises.

b) la regi6 limitada per la parabola y? = 8z i la recta x = 2 al voltant ’eix d’ordenades.

c) la regi6 limitada per la parabola y? = 8z i la recta x = 2 al voltant de la recta = = 2.

2 2
27. Trobeu el volum de 'ellipsoide generat per la rotacié de l'ellipse 9% + %2 =1 al voltant de
a
leix d’abcises.




28. Estudieu la convergencia de les integrals impropies segilients:

+00 +oo |
a)/ ze ¥dz; b)/ —dx;
0 1 r

+o0 1
c)/ 1 dz; d) il dx;
1

NG 0 z3
+o0 +00 |
C)/ 2 da f)/ Lf dr;
et J1 x
+oo q -2 1
g)/1 e dx; h)/_OO Pdaz;
-1 0
1 1
. Lo . L
of xe 0
81 ool
k)/ ——dx; l)/ ——dz;
0o (z—8)3 0o V1—2a?
1 P 1
m) / S dr; ) / diz.;
0o V1—a? 0 T —sinz

o) /Ol,/ﬁdz; [

29. Considereu la funcié definida per

dx
z+1

dx;

I+a? —t
F(z) = — dt.
t
1

a) Estudieu la continuitat i derivabilitat de F'.

+o0 ,—t

e
b) Digueu si la integral impropia / - dt és convergent.
1

F(z)

3x2

c) Calculeu lin%)

+00
30. Si y = f(z) és una funcié mondtona i la integral impropia / f(z) dz existeix, demostreu
0

que lim zf(x) = 0.

31. Demostreu, per inducci6, que per a tot n > 0 es té n! = f0+°° et dt.

Tt
t4+1

32. Es considera la funcié f(z) = /
0

oo 44
a) Demostreu la divergencia de la integral / T dt.
0

b) Observant el signe de l'integrand, demostreu que hi ha un nombre real positiu a tal que

fla)=0.
¢) Proveu que f és una funci6 senar.

d) Estudieu la funcié f i representeu-la graficament. Podeu utilitzar les dades segiients:
f(1) =~ —0.734, f(2.157) = 0 i el terme independent de l'asimptota de la funcié per la
dreta és —2.221.

33. Calculeu l'esperanga i la varianga de la distribucié uniforme en interval [a, b].
34. Calculeu l'esperanga i la varianga d’una variable amb distribucié Normal(0,1).

35. Feu ts les férmules dels trapezis i de Simpson per avaluar les integrals segiients amb un error
més petit que 1073 (compareu les dels quatre primers apartats amb el resultat ezacte):

I )
a)/zsinxdz; b)/ Inzdx ;
0 1

2 16 q
c e Pdx d ——dx ;
)/0 )/0 Vit

2 T Qin
e) / (1 +z4)%dz ;) / ST e ;
Jo 0

T

-z 1 .1 )
g) / ————dz; h) / cosz” dx ;
o l+sinz 0

1 o
1
i ——dr; j sinzdz .
1)/0 Taw J)/O Vsinz dx




Successions de nombres reals

1. Siguin a, = —5n+10 i b, = n? dues successions de nombres reals. Calculeu el terme general i els
cinc primers termes de les successions (an)+ (by), —2(an) —5(an), (an)(bn) 1 3(ay)/(by). Justifiqueu
perque és possible dividir per la successié b,,.

2. Demostreu que dir que la successié (a,) té per limit el valor a és equivalent a dir que per a tot
m € N existeix un ng tal que si n > ng llavors |a, — a| < %

3. Demostreu que siz,y € R 1 |z —y| < % per a tot n € N, llavors = y. Demostreu a partir de
Iafirmacié anterior que si una successi6 té limit aquest és tnic.

4. Proveu que lim a, = 0 si, i només si, lim |a,| = 0. Doneu un exemple per demostrar que la
n—oo n—oo

convergéncia de (|a,|) no implica necessariament la de (ay,).
5. Sigui (a,) una successié de reals tal que lim a2 = 0. Convergira també a zero la successi6 (a,)?
n—oo

6. Demostreu que les successions de terme general a, = 1/(3n + 1) i by, = 1/n — 1/(n + 1)
convergeixen cap a zero. Trobeu a partir de quin terme la distancia al limit és més petita que €
amb ¢ = 5,1,0.03.

7. Fent s de la definicié de limit, demostreu que:
c
a) lim = 0, on ¢#0 i p>0 sbén dues constants;

n—00 T

b) lim ¢ =0 si ¢ és una constant que compleix |c| < 1.
n—oo

8. Siguin (a;,) i (by) dues successions de nombres reals.

a) Suposant que (an + by) és convergent, demostreu que no necessariament ho han d’ésser les
successions (ay) 1 (bp)-

b) El mateix que a l'apartat anterior en el cas que (ay, - by,) sigui convergent.

9. Siguin (an) i (bn) dues successions convergents cap a | € R i (¢,) una successié tal que
0<t, <1, per atotn € N. Demostreu que

lim (tpan + (1 —t,)by) = 1.

10. Siguin (a,) i (by,) dues successions creixents de nombres reals estrictament positius i (an — by)
una successié6 fitada. Demostreu que la successié ((a, — by,)/(an + by)) és convergent.

11. Sigui (a,) una successié de nombres reals tal que lim ag, = lim as,+1 = ! € R. Proveu que
n—oo n—oo

lim a, = 1.
n—oo

12. Sigui (a,) una successié de nombres reals amb les parcials (agy), (a2n+1) 1 (asn) convergents.
Proveu que (a,) és una successié convergent.

13. Sigui (a,) una successié de termes positius. Definim una nova successié (b,) de la manera
segiient: bo,_1 = Gy, boy = a% — 6, per a tot n > 1. Demostreu que la convergencia de (b,,) implica
la de (ay,) i calculeu-ne els limits respectius.

An+1

) = 1. El mateix per a
(2%

14. Doneu un exemple de successié divergent que compleixi lim (
n—oo

una successié convergent.
. , L. . N . 1
15. El mateix que en P'exercici anterior, perd ara amb lim (a,)» = 1.
n—oo

16. Donada la successi6 (ay,), es defineix (o,,) com la successié formada per les seves mitjes arit-

ar+ag+---+an

metiques, és a dir, o, = . Estudieu la monotonia de (oy,) quan la successié inicial

n
és de termes positius i monotona.

17. Calculeu els limits de les successions segiients:

6n3 +4n +1 n? —6n—2
a) i b) ;
2n 3n2 —9n
n+1
) Vnyn =i d) (Va+ 1= vn)y[——;
2m 4 3n 1 1
Vs DI TEE

111(6"-&-67") n
—=: h) —;
g) - ;o h) o
n242
i) a” i n?4n 41\ 1
i) —; - .
Inn!’ Y\t ’
sinn

k) ;

n

) (1+vn+1- \/ﬁ)ﬁ




18. Sigui (ay) una successié creixent de nombres reals positius. Demostreu que

lim {/a} +---+a) = lim a,.
n—oo n—oo

19. Demostreu que la successié que té per terme general a, = (2n — 7)/(3n + 2) és mondtona
creixent, esta fitada superiorment i inferiorment. Proveu també que (ay,) té limit finit.

20. Sigui (a,) la successi6 definida per ag, = n, agn+1 = n. Estudieu si sén certes les afirmacions
segiients:

a) (an) és estrictament creixent;

b) (ay,) és creixent;

¢) (ayn) és decreixent;

d) (a,) no creix ni decreix.

21. Sigui a; > 1 un nombre real donat. Definim a,+1 = 2 — 1/a,, per a tot n € N. Demostreu que
(an) és mondtona i fitada. Calculeu el seu limit.

22. Demostreu que la successié de terme general

1 1 1
= e tot n>1
n+1+n+2Jr Jr277,' peratot =4,

Gn

és convergent i doneu un interval de longitud menor o igual que 1/2 dins el qual es trobi el valor
del limit.

23. Considereu la successié definida per
ap =1, ani1=—1+Y1+3a, peratot n>1.
a) Demostreu que els seus termes sén estrictament positius.

b) Comproveu que ap = apt1 + a2, +ad,;/3 per tot n > 1.

¢) Demostreu que (ay) és convergent i calculeu el seu limit.

24. Calculeu els limits de les successions segiients:

2n —1
a) n+1 <3n — 1)_
Von+1 ’
5(n+1)"
(3n? + 1)nn=1’

1 Inn
) nna )
¢ <1nnb) ’

b)

) Q/(n+1)(n+2)...(2n);

n
JL S S S
& Vvn2+1 Vn2+2 vrZ+n
n3+1 n241
2 (3 )
n (¢ n+3\\nd+n
3n+4

V33 +2n+2—V3nP —2n -1

Vi3 +nZ+3n—vnd+nZ—3n

1+2v2+3V3+--+ni/h,
ny/n ’

1 2 3 /

\/;+\/;+\/;+”‘+ nﬁ—l.
Vn+1 ’

1) Var+b (0<a<b);
(n—1)!

T+ VD(L+v2) - (14 V)

m)

25. Demostreu que la successié definida per la recurréncia a; = Vk, an = /k + an_1, amb k > 0
és convergent.

26. Siguin 0 < a1 < b; dos nombres reals fixats. Per a tot n > 1, definim a,+1 = Vapby, i
bpt1 = %(an + b,). Demostreu que per a tot n es compleix 0 < a,, < by, i que les dues successions
convergeixen cap al mateix limit.

10




27. Determineu per a quins naturals p la successio

(2n +1)P — (1 —2n)?
nP~14+1

n

és convergent i calculeu-ne el limit en cada cas.

28. a) Demostreu que per at # 01in > 0 es compleix que

sint = 2" cosE cosi cosi sini .
2 2 2n 2n

b) Deduiu-ne que si t # 01in > 0, aleshores

i Y (eos L [t _sint
Jim { cos o ) { cos o cos 5o ) = rat
29. Trobeu la relacié entre a i b per tal que

n+a an+b n+b 2n+a
lim = lim .
n—oo \ n + 2 n—oo \n+ 1

g Vet Ve + Ve 4.4 e

n—oo n

30. Calculeu

31. Es diu que a,, = o(by,) si Whg& Z—: =0, 1que ap ~ by, si nlgl;o Z—: =1 # 0. Demostreu:
a) nl =o(n");
b) a" =o(n!), amba > 1;
¢) n* =o(a"), amb k>0, a > 1;
d) Inn = o(n¥), amb k > 0;

e) an ~ by no implica que e ~ e, ni que Ina, ~ Inby,, ni que (a,)"” ~ (by)".

[ a .
32. Calculeu lim p/—2 , sabent que lim ap41/a, =k € R*.
n—oo vajas - an n—o0

11

33. La successié de Fibonacci (uy,) es defineix com up49 = tpt1 +up sin > 11w =ug =1

a) Busqueu els sis primers termes d’aquesta successio.

NG

, demostreu que nh~>nolc vy, = %(1 +/5).

. a
b) Demostreu que Penésim terme ve donat per u,, =

sona=31(1+V5)ib=21(1-5).

Un+1

¢) Si definim v, =

34. Sigui @ un nombre positiu fixat. Triem a; > 0 tal que a? > a i definim

)

1 a
p+1 = 5 (an+ —) Vn > 1.
a) Proveu que (a,) és monodtona decreixent i que lim a, = v/a.
n—oo
e e

2
a’ —a -
b) Si definim €, = a,, — v/a, demostreu que 0 < ¢, < —= ique e =1 <2
) n n \/> q n an q n+1 Qan 2\/6

per a tot
n € N.

. e1\2" . . .
¢) Demostreu que, si a > 1, €41 < 2 <51> iquesi 0 < a < 1, aleshores es compleix

€1 "
€nt1 < 2a (2—) per a tot n € N.
a

35. Sigui f : [0,+00) — R la funci6 definida per f(z) = e *sinz.
a) Busqueu-ne els zeros i estudieu-ne el signe.

b) Trobeu l’area delimitada per la grafica de la funcié i I'eix OX entre dos zeros consecutius
qualssevol de f.

c) Calculeu la suma de les n primeres arees i, si S, és aquesta suma, calculeu el limit de la
successié (Sy).

+o0
d) Calculeu / f(z)dz i compareu el resultat amb el limit de I'apartat c¢. Coincideixen? Per
Jo

que?

12




Séries de nombres reals

1. Una serie de nombres reals > a, es diu telescopica si existeix una successié (b,) tal que
@y, = by, — byt1. Suposant que Y a,, és telescopica, demostreu que:

a) > ap és convergent < (by,) és convergent.
b) > b, és convergent = > a, és convergent.

¢) > ay és convergent % Y b, és convergent.

2. Sigui ), ~; a, una série convergent en la qual cada terme és igual a la suma de tots els termes
que el segueixen. Demostreu que ), -, a, és una série geometrica i calculeu-ne la suma.

3. Sigui (a,) una successié mondtona decreixent de nombres reals positius. Demostreu que Y a,, és
convergent si, 1 només si, Y 2"agn és convergent (criteri de condensacid) . Fent s d’aquest criteri,
estudieu el caracter de les series que tenen per terme general:

a) ap = —, on a és un nombre real arbitrari;

o
n(lnn)

1
n= 6 1 arbitrari.
b) a (o) (In(in 7)) on « és un nombre real arbitrari

4. Estudieu la convergencia de les seéries segiients:

1 1
2) Zn(nJrB); b) ZM’

n>1 n>2
c)Zln<1+%>; d)z%
n>1 n>1
I nn+1 @ N )
e)ﬂ%‘gmv f)%:l(l " ) (e €R);
n!)?
0> aFT-va) 1 Y U
n>1 n>1
)Y (e -1)% j)ZT}m;
n>1 n>1

13

0 Y e )Y (5> 0);

n>1 n>1
4-7.3n+1) '
m) Z g n) Zn“a" (a, 0 € R);
n>1 n>1

)Y (2)" wemy v Z\/%

5. Estudieu el caracter de la serie segiient segons els valors del parametre a > —1:

= (a+1)(a+2)...(a+n)
Z (n+3)! ’

n—1
6. Comproveu que la serie segiient és convergent i trobeu-ne la suma:

1 4 1 n 1
1-3-5 3-5-7 5-7-9

4.

7. Es aplicable el teorema de Leibniz a la série segiient?

1 1 1 1 1 1

- + - +..+
V2-1 V241 V3-1 V3+1

8. Estudieu el caracter de les series alternades segiients:

D IO B et

n>1 n>1
1 1
c) Z(fl)”@; d) Z(fl)”m-

n>1 n>1

9. Determineu quines de les séries segiients convergeixen absolutament, i quines ho fan condicio-
nalment.

1 1 1 1
1t = — — (=) —— 4
Dl-—mtm gtV Gt
1 11 11 11
b) 2o — (D)
)5 2y T35 ()" gt
1 1 1 1
(D)
°) In2 1113+1n4+ +( )InnJr ’
14




14. Sigui (ay) la successié definida per a,, = /T +2a,—1 —1 sin>11 ap=a> 0.

a) Proveu que la successié té limit i trobeu-lo

b) Trobeu la suma de la seérie Z a2
n>1

)

!

s

1 1 1
d) -1+ - +...+(1)"—+...
25 35 ns
10. Demostreu que si > a, convergeix absolutament, també convergeixen les séries > a2 i
2
(Z'IL
by 1+a}’
¢) Trobeu lim i lim na,.
N—00 Ap_1 N—C
oo . N .
11. Considereu la serie Z an amb a, = —Inn+aln(n+1) + bln(n + 2) d) Estudien el caracter de la série 3, ax.
n=1
a) Comproveu que si a + b > 1, la serie és divergent. 15. Calculeu el producte de convolucié de una Poiss()) i una Poiss(u) independents. Feu el mateix
amb una Bin(n, p) i una Bin(m, p) independents.
b) Comproveu que si a = 21 b = —1, la serie és convergent. (Indicacié: compareu-la amb la
serie harmonica generalitzada).
16. Calculeu l'esperanga i la varianga de les distribucions Poiss()), geometrica i hipergeometrica.
c) En les condicions de I'apartat anterior, calculeu la suma de la serie.
17. Quants termes de les series segiients hem de sumar a fi de poder assegurar un error menor que
12. Demostreu que la serie 10-67
o0
> (1 + 11 1 1
2 _ a) - el _1yntl =
e n?—1 a) 3 22+23+...+( " g+
és convergent i calculeu la seva suma, tot observant que és telescopica. 1 1 1 1
b) - —-+-——+ .+ (-1)"—+ .
2 3 4 5 n
13. Demostreu la convergencia de les series segiients i calculeu-ne la suma. 1 1 1 ol
) s—+5+..+(=1)"5+.
271, _ 3n (71)n 22 32 42 n2
a) Z 5n ; b) Z 32n i 1) l _ 1 + 1 4 +(71)nl+
nzl n2l 2 2.3 2.3.4" 7 nl
n. d n+n+1 .
<) on’ ) Z 3n ) 18. Calculeu les sumes de las séries seglients amb error més petit que el nombre € que es déna en
nzl nzl cada cas:
)N DY T D U O
g s 3 n = ) 3 - 3
= n(n+1) = n(n+1)(n+2) = nhn" s X
n .
—10-2 — 10-3-
n 1 C)Z2n 2+ 1 € 0™ d)Z;;n_l’ € URS
Up . WY (- )
St tnt+l = n n! 9 sinn 4
> > ) o =107 )y L e=10"1%.
n>1 n>1
. a™(3n? —4dn +5) a” o
DY (X =)
n>1 n>0
15 16




Seéries de poténcies

+oo

. Trobeu els radis de convergencia de les series de potencies E apz™ essent:

n=0
| 1
n: en
a) a":W’ b)a":ngn'

. Trobeu els dominis de convergencia de les seéries de potencies segiients:

+o00 2 n +o00 1o 2
a);(5—1> ; b);(l—o—;) “(z - 10)".

. Trobeu els intervals de convergencia de les series de potencies segiients:

1+l T T
PRI TR
2 3

xT x
b) x7—+§742 ot (= 1)"“ e
c) 3z + 3%t +3%% + ..+ 372" +

2k, 3k n*
d) =+ z+3z+ +7—z+

. La funcié de Bessel d’ordre zero es defineix com la suma de la seérie de potencies segiient:

M) =3 fr”

a) Trobeu-ne l'interval de convergencia.

b) Proveu la igualtat xJ; (z) + Jo(z) + zJo(x) = 0, especificant en quins punts és valida.

5. a) Calculeu el radi de convergencia de

oo

n(n+1)

n=1

i estudieu el caracter de la serie als extrems de I'interval de convergencia.
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b) Demostreu que per a tot = € [0,1) es compleix

1 1 2 gntl
/0 In <:) dt:;ﬁ(nﬂ).
Proveu, mitjancant el calcul directe, que aquesta igualtat també és certa per a x = 1.
¢) Determineu el domini de convergencia de la seérie
> (173)
nn+1) \1+a/) ~

n=1

6. Donada la funcié f(x) = /1 + x4, calculeu f2°(0).

7. a) Desenvolupeu en serie de potencies de .

1
10+
b) Desenvolupeu €® en serie de potencies de = — 2.

¢) Desenvolupeu e™* en serie de poténcies de x.

. N m
d) Desenvolupeu cosz en strie de potencies de = — 1

En els quatre casos anteriors calculeu el radi de convergencia.

8. Siel radi de convergéncia de la série de poténcies Y a, (z—c)™ és r, trobeu el radi de convergéncia
< adries 2 n 2n 2 2n
de les series Y az(z — )" , Yan(z —c)*™ 1 Y ai(z—c)*™

1 "1

9. a) Determineu per quins valors reals de = convergeix la serie Z %
b) Calcul 7.ft"dlf i6 de la serie de I’ tat a).
) Calcu eu7z2n D) ent s de la funci6 suma de la série de I'apartat a)

10. A partir del desenvolupament a Ientorn del zero de la funci6 In(1 + z) trobeu la suma de les
series segiients:

RIS +oo on +oo ) p2ntl
Rl N v .
Yimmr Wimer O
. s . 1 .
11. A partir del desenvolupament a I’entorn del zero de les funcions a 3 e’ 1 arctanz, trobeu
-z
la suma de les series:
+oo +00 2 +00 n
2n°+1 (-1)
2 n n 2n
+2n—2)z"; b ; .
®) 7;0(” n = 2)a% ) ; " °) Z 1 n(2n - 1)
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12. Calculeu les sumes de les series

+00 +o00 n 400
1 2 .n., b n, 5n+1.
wz;n+)x, )Zﬁﬁfﬁﬁiﬁx’ @Z;z

13. Per derivacid, trobeu el desenvolupament en seérie de poténcies de x de les funcions:

1
In(z + V1 + 2?), In Rk

11—z

Quin és el seu radi de convergencia?.

-1
14. Integrant terme a terme el desenvolupament de la serie de (1 — 2%)2 , obteniu el desenvolupa-
ment en seérie de la funcié y = arcsin z. Preciseu-ne el domini de convergencia.

15. Amb I'ajut de series de poténcies, calculeu les sumes de les séries numeriques segiients:

()1_1_;’_1_14_1_ .
& 2737175
11 1 1
) lm 4o o g
)l-3+57 775
1 1 1 1 1

+

Jyistwoatwss adas vt

23 24 25 26 27
Y5ty watya w7

Jilliloan
¢ 477710 13

1
16. Calculeu / ¢~ dz amb error més petit que 107°.
0

1 .

17. Calculeu 7 amb error més petit que 1073 fent ts del desenvolupament en seérie de poténcies
e

de e™".

18. Es considera la integral I = fol sin 2 da.
a) Calculeu el valor de I amb un error més petit que 10~ mitjancant la serie de Taylor.

b) Amb un pas h = 0.25 avalueu I amb la férmula dels trapezis i la de Simpson.

19




Problemes de repas

1. Trobeu les sumes inferior i superior de la funcié f(x) = 22 a l'interval [—1,0] associades a la

1 1
artici6 P=4{—1,—=,—=,0p.
particio { Ty T }

2. Sigui f : [0,1] — R tal que f(z) = 0 excepte en un nombre finit de punts, on pren el valor a > 0,
Demostreu que f és integrable Riemann.

3. Proveu que / f(z)dz = / fla—z)dz.
Jo Jo
1
4. Calculeu la integral definida, / (lz| + |3z + 1]) da.
0
) 9
5. Sigui f(z) =2® + 1. Calculeu/ (fFH"(z) da.
2

1
6. Si f és continua i / f(zt)dt =0 per a tot z € R, proveu que f = 0.
0

7. Sigui f: R — R continua en tot punt de R. Definim:

o s rwat, w0,
r={ %), .

a) Proveu que F' és continua a tot R.
b) Demostreu que F té derivada continua en R\ {0} i doneu 'expressié de F”.
c) Proveu que Pexisteéncia de f’(0) implica I'existéncia de F'(0).
2241 5
8. Sigui F(z) = / e~ dt. Caleuleu lim F(z). Indicacié: Apliqueu el teorema del valor mitja
22 T—00

per a integrals.
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9. Feu un estudi, amb la seva representacié grafica, de les funcions segiients:
2 2
a) f(z) = / In?tdt; b) g(z) = / sin® ¢ dt;
z . 0
-
¢) h(z) = / tlntdt.
1

10. Siguin f, g : [a,b] — R dues funcions continues. Proveu que existeix ¢ € (a,b) tal que
b c
1) [ gta) s =g(0) [ (@) d.
c a

T b
Indicacié: Apliqueu el teorema de Rolle a la funcié F(z) = / f(t)dt- / g(t) dt.
Ja JT

11. Trobeu l'area de la regi6 limitada per la grafica de la funcié
2

flz) = 7/@7

Ieix d’abscisses i les rectes =01z = 1.
12. Calculeu I'area limitada per les corbes y = 22/2, y = 2% — 22 + 5 i I’eix d’ordenades.

13. Calculeu I'area limitada per la corba y = |22 — 42 4 3| i les rectes 2 = 0,z =4 iy = 0.

2 2
T
14. Considereu l'ellipse d’equacié — + y—z =1, amb a > b > 0. Quan s’obté un volum més gran:

en fer-la girar al voltant de I'eix OX o en fer-la girar al voltant de I'eix OY?

18z«

15. Calculeu el volum del cos generat en girar respecte l'eix d’abcisses la corba y = R
T

16. Estudieu la convergencia de les integrals impropies segiients:

" Ing ! 1
a) / L3Tdac; b) / —dz;
1 oVx3—3x 42

0 gin 22 1 1
[¢ — dx; d ——dx;
[ e

/2 +o0
e) / Insin z dx; f) / Mdz;
Jo Joa (2+2)
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11 1
17. Sigui fn(x):min{ — 5 ,7},perat0tx>0,i
T T

xT

1

Ve
Iy = - () de.
M, /0 fu(z) dz

a) Proveu que M és una integral impropia divergent.

1
b) Proveu que M,, amb n > 2 és una integral impropia convergent i M,, =2 — 3
n—

18. Trobeu el terme general de la successié

i proveu que no té limit.

19. Sigui @ € R amb 0 < |a|] < 11 {an} una successi6é de nombres reals definida per
ap=1,an,=(1+a)(1+a?)...(14+a®"), peratot n>1.
a) Demostreu que per a tot n > 1 es compleix que (1 —a)a, =1 — a2,

b) Calculeu el limit d’aquesta successid.

20. Siguin {a, } i {b,} dues successions creixents de nombres reals estrictament positius i {a, — b, }
és una successié fitada. Demostreu que la successié {(an — bn)/(an + by)} és convergent.

21. Sigui {a,} una successié de termes positius que satisfa la condici6 a,+1 > k ay, per a tot n € N.
Si k > 1, proveu que la successié {a,} tendeix cap a +oo.
22. Sigui {b,} una successié acotada que compleix la desigualtat

angbn+1 +bp—1, VneN.

Demostreu que la successié {b,4+1 — bp} és convergent.

23. Sigui {a,} la successié definida per ay = k, ap+1 = Vk+an, Vn>1, onk eN.

a) Per a k > 2, demostreu que {a,} és decreixent i estd acotada inferiorment. Calculeu el seu
limit.

b) Per a k = 1, demostreu que {a,} és creixent i estd acotada superiorment. Calculeu el seu
limit.

24. Una successié no constant, pot tenir una subsuccessié constant?

23

3 1
25. Sigui {a,} la successié definida per ag = 0,a; =11 apt1 = zap — =ap—1 Vn > 1.

2 2
1
a) Proveu que a, — ap—1 = ST
b) Proveu que lim a, = 2.
n—oo
26. Sigui {a,} una successié acotada. Proveu que la successié b, = sup{an,ant1,...} 6és

convergent.

27. Proveu que la successié {a,} definida per a1 > 01 a, = 1/(ne® 1) si n > 2 és convergent.
Calculeu el seu limit.

28. Calculeu:

2) lim I+ VDA +v2)...(1+/n)
n—oo \/Tﬁ ’

1/n 2/n ... n/n
b) lim o Aal e ta , a>0;

n—o0 n

. 1 1 1
71151010 (tan7n2+1 +tan7n2+2+...+tan7n2+n>;

61/" _ esin 1/n

¢

N

d) lim n———;
n—oo  1—msinl/n

=

lim Y(n+ Dn+2)...(n+n)
n—00 n ’

@
~

f

—

1 1 1 1
lim — + + .
n%oﬁ(l-s—\/i V2+V3 \/n—1+\/ﬁ>

29. Sigui {a,} una successié6 de nombres reals estrictament positius i £ un nombre real. Proveu
que
Ny
i a}/k+2a§/k+~~+nai/k [k kl.
oo ) “\2) 250

30. Es divideix el catet d’un triangle rectangle en n parts iguals. Cadascuna d’aquestes parts és la
base d’un rectangle inscrit al triangle. Si S, és la suma de les arees d’aquests rectangles, calculeu
lim S,. Interpreteu el resultat.

n—oo
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31. Donades les series

in2+lan ; i\/n2+n+lf\/n2fn+l7
n! n
n=0 n=1

a) determineu el seu caracter;

b) trobeu-ne la suma, si és possible.

32. Demostreu que la seérie
oo

Z : —
9n2 + 3n 2
n=0

és convergent i trobeu-ne la suma.

33. Demostreu que la série segiient és convergent i trobeu-ne la suma:

i 1

s n(n+1)
n=1

1 1
Ccos n Ccos pow)

34. Estudieu el caracter de la serie

> 2
Z(l"{»(]ﬁ"’

n=0

segons quins siguin els valors de a € R.

35. Estudieu el caracter de la serie

> b T
Ztan"<a+7>, 0<a<—
= n 2

segons quins siguin els valors de a,b € R.
36. Acoteu 'error que es comet en substituir la suma de la serie

1
Z 2nn!

n=1

per la suma dels seus N primers termes.

37. Sigui la funcié

sy =3 E Gy
n=1

a) Trobeu el domini de f, és a dir, I'interval de convergencia de la serie (estudieu també la
convergencia als extrems de l'interval).

0
b) Calculeu fM(=1)i [ f(t)dt.
-1
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o0
Inn
38. Calculeu el radi i 'interval de convergencia de la serie de poténcies Z —z".

n=2

39. Donada la funcié f(x) = coshz. Trobeu el seu desenvolupament en seérie de poténcies en un
entorn de origen i calculeu el radi de convergencia d’aquesta série.

(z+2)"

oo
40. Donada la serie de potencies —
P g 27(n? —n)

a) Determineu tots els valors de x € R pels quals la serie és convergent.

b) Comproveu que el desenvolupament en seérie de poténcies centrada en z = —2 de la funcié
a +2
) = —ZIn(-%)+%2, -4<z<0,
1, z =0.

= 1
c¢) Calculeu Z —.
= n(n+1)

n
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Calcul de primitives

1. CONCEPTES BASICS

Donada una funcié f : R — R, direm que la funcié g : R — R és una primitiva de f si i
només si ¢’(z) = f(z) per a tot  del domini de la funcié f, i ho escriurem:

o) = [ fla) dz.
També direm que g és una integral de f. A més, es compleixen les propietats segiients:

a) Si g 1g2 sén dues primitives de f aleshores existeix un valor K € R tal que g1 = g2+ K.
b) La integral d’una funcié que estd multiplicada per una constant és igual al producte
d’aquesta constant per la integral de la funcié.

c) La integral de la suma de dues funcions és igual a la suma de les integrals de cada una
de les funcions.

. INTEGRALS IMMEDIATES

Sigui u una funcié derivable qualsevol i K un nombre real arbitrari, aleshores es compleix:

. ur ! o
1. [ W' de = +K (r#-1) 2. | —dz=In|u/+ K
. J u

r+1
a’ll
3./u’a“’ dr = +K 4./u’e“’ dr=e" + K
Ina
5A/u’cosudz=sinu+K 6./u/sinudx=—cosu+K
u’ u u’
7./ —dz =In|tan -| + K 8./ dz =tanu + K
sinu 2 cos?u

u’ ' u’
9. de = —cotu+ K 10./7
/ sin u Va? —u?

L
dx = arcsin — + K
a

/
1
11./ v dr = 7arctang+K
a a

u
PR dx = arg cosh 2 + K

!

u
12. | ——
/ Vu2 — a?

/
1
dr = argsinhE + K 14./ u dr = 7argtanhg + K
a a? —u? a a

u/
13./7
Vu? 4 a?
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. INTEGRALS PER CANVI DE VARIABLES

Donada una funcié u, sempre podem establir la igualtat segiient:

/u(m) dx = /u(v(t)) d(v(t)) = / u(v())'(t) dt,

on z = v(t) i v és una funcié continua i derivable.

. INTEGRALS PER PARTS

Si u i v sén dues funcions derivables, aleshores es compleix:

/udv:uvf /vduA

. INTEGRALS RACIONALS

En aquesta seccié estudiarem integrals de la forma
x
; dx,

fac

on P(z) i Q(z) sén polinomis a coeficients reals Obsevem que si grau P(z) > grau@Q(z),
efectuant la divisié P(z) = Pi(z)Q(z)+ R(x) amb grau R(z) < grauQ(z), la integral racional

ueda
! / SEV;; dz = /Pl(z) dx + / gg; dx.

Per tant només cal considerar el cas que grau P(z) < grauQ(z). En aquesta situacié podem
distingir quatre casos:

5.1 Arrels reals simples: Q(z) = (z —a)(z —b).... Aleshores

P(x) A n B n
(r—a)(z—b)... x—a x-b
5.2 Arrels reals multiples: Q(z) = (z —a)™(x — b)™..., aleshores
P(’E) _ A1 + AZ o4 An +
G- Gma) @ G—a
Bl BZ Bm
ey T e T T aoy T
5.3 Arrels complexes simples: Q(z) = ((z — a1)? +b3)((z — a2)® + b3) . .., aleshores
P(x) A+ B 4 Asx + By i
GaP TR @ - T ). G-aP+ B @-wP+B
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5.4 Arrels complexes multiples: Q(z) = ((z—a1)2+b2)™ ((x—a2)?+b3)™2 ..., aleshores

P(z) _
(z—a)? + o)™ ((x —az)2 +b3)m2...
Az + By Am, T + B, Cix + Dy Cm2$ + D,
(—a2+83) " (@—a)2+b)m™  (@-a)2+bd) (@ az)? +03)m

En tots aquests casos, les constants es troben mitjancant el métode dels coeficients
indeterminats, ¢és a dir, primer es fa comt denominador al segon membre (llavors tenim
el mateix denominador que en el primer membre) i després s’igualen els numeradors de
forma que els coeficients dels termes de mateix grau siguin iguals.

Un metode alternatiu, una vegada s’han igualat els numeradors, és donar valors a la
incognita de forma que alguns termes s’anullin.

Si les arrels del denominador sén complexes multiples, és més convenient fer servir el
meétode d’Hermite:

5.5 Meétode d’Hermite

Considerem la descomposicié segiient:
_ (=) Py(z)

/ P() dr = x
Qlx) Qi(z) Qa(2)
on Q1(z) = m.c.d.(Q(z), Q' (x)) i Q2(z) = Q(x)/Q1(x). Pi(z)i P2(z) sén polinomis amb

coeficients indeterminats i d'un grau menor que el del seu denominador. Per determinar
els coeficients dels polinomis P;(z) i Py(x), derivarem la igualtat (*).

dx
Si descomponem el denominador Q(x), obtenim.

(%)

Exemple: Calculem I =

(=1 = (@ - 1)@+ +1)>2

Aixi el denominador Q(z) admet una arrel complexa amb multiplicitat dos. La derivada
del denominador és Q'(z) = 622(2® — 1) i, per tant

m.cd.(Q(z),Q'(z)) = Qi(z) =2® —1, Qa(z) =a® 1.

D’aquesta manera tindrem que

dx Az? + Bz +C Dz’ + Ex+ F
I = — —+ dz.
(23 —1)2 23 —1 23 —1
Derivant obtindrem,
1 _ (2Az+ B)(2® - 1) - 32*(A2? + Bz +C)  Da’+ Ex+ F
(a3 —1)2 (x3 —1)2 23— 1

Per tant,

1= 24z + B)(2® — 1) — 32%(A2? + Bz + C) + (Da* + Ex + F)(2® - 1),
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o bé,

1=-Da’ 4+ (—A+ E)a* + (=2B + F)2® + (-3C — D)a® + (=2A — E)z + (-B — F).

Aixi,
D=0 .
Sumant la 2a. amb la 5a., obtindrem —3A = 0,
_A+E:0Ed'A0' licant la 2a., E= A =0
9Bt F=( AU A= i, aplicant la 2a., E = A= 0.
304D =0 ISumant la 3((11. ;un?l)) la I(ia., (;Ztindre;ng—?,B =1,
_9A_F—gq b pertant delada: F= =-2/3.

B_F_1 De la la. i la 4a., en deduim D = C = 0.

I*/ dx 771 T 72/ dx
) @-1)2 3a23-1 3) a3-1

Fixem-nos que el metode d’Hermite ens ha permes passar d’una integral, on el denomi-

En consequencia,

nador tenia arrels complexes amb multiplicitat superior a 1, a una altra integral, on les
arrels complexes sén de multiplicitat 1, com les estudiades en els casos anteriors.

6. INTEGRALS TRIGONOMETRIQUES

En aquesta secci6 estudiarem integrals del tipus
/ F(sinz,cosz) dz,

on F' és una funcié racional. Distingim els casos seguents:

6.1 Si F(—sinz,cosz) = —F(sinx, cosz), fem el canvi ¢t = cosz i aleshores tindrem
dt = —sinzdx, cosx=t, sinz=+1-—1t2.
6.2 Si F(sinz, —cosz) = —F(sinx, cosz), fem el canvi ¢t = sinx i aleshores tindrem

dt = cosxdr, sinz=t, cosx=+1—1t2

6.3 Si F(—sinz,—cosz) = F(sinz, cosz), fem el canvi ¢ = tanz i aleshores tindrem

dt = (1+t?)dz, sinz= . cosT =
( ) 1+12 14122
6.4 Si F no es troba en cap dels tres casos anteriors, fem el canvi ¢ = tan (z/2) i aleshores
tindrem: i
1 2t 1—t
dt:§(1+t2)dz, Siﬂl‘:m., cosx = Te

6.5 En algun d’aquests casos es pot reduir el grau de F' fent ts de les formules:

.9 1 —cos 2z 2 1+ cos2x
sin“y = ————, cos"T=—r—.

2 ’ 2
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6.6 Integrals de funcions trigonometriques d’altres tipus com
/ sin ax cos bx d, / sin ax sin bx dz, / cos ax cos bx dx

es transformen en integrals immediates mitjancant les férmules:
2sin Asin B = cos(A — B) — cos(A + B)
2cos Acos B = cos(A — B) + cos(A+ B)

2sin A cos B = sin(A — B) + sin(A + B)

7. INTEGRALS IRRACIONALS

El cas general no esta resolt. Aqui només veurem els casos més senzills.

7.1 Les integrals del tipus

N by
ar o ar @
/F<I7(cx+d) "”7(cz+d) )dm,

on F és una funcié racional i %, cee ZTIE sén fraccions irreductibles, es transformen en
H H ies s — artb —
integrals racionals mitjancant el canvi y" = 27 amb n = m.c.m.(q1, .- -, qx)-

7.2 Les integrals del tipus

/F(ar7 Va2 — a?)dz,

on F és una funcié racional, es transformen amb el canvi = asint o bé fent servir el
canvi hiperbolic = atagh ¢.

7.3 Les integrals del tipus:
/F(x, Va2 —a?)dx,

on F' és una funcié racional es transformen fent s dels canvis z = acosht o x = asect.

7.4 Les integrals del tipus
/F(z7 Va?+a?)dz,

on F' és una funcié racional es modifiquen mitjangant els canvis x = asinht o x = atant.

31




Examen parcial 23.03.99

1. a) Enuncieu el teorema fonamental del calcul.
zt+a 0
b) Siguin F(z) = / arctant?dt i G(z) = / arctant?dt. Calculeu el valor del
0 a—x
parametre real a per tal que F’'(z) = G'(z) per a tot « € R.
2. Sigui I,,(z) = fo" sin x dz, proveu que

I(z) = =2 cosz 4 2nz® sinz — 2n(2n — 1)1 (z).

3. Es defineixen les funcions sinus i cosinus hiperbolic de la manera segiient:

. et —e " e’ +e "
sinhe = ———, coshe = ———
2 2

Calculeu larea de la regié del primer quadrant limitada per 'eix 0Y i les corbes y = sinh z,
y = coshz.

33

Examen final 03.06.99

+o0
1. Sif(z) >0, Va € [1,400] 1 lim xf(z) # 0, deduiu que la integral/ f(z) dz és divergent.
T—00 1

2. Calculeu el volum del cos de revolucié obtingut en girar al voltant de l'eix 0X la corba
y =€ sinx entre x =01 x = 2.

3. Siguin {an} i {b,} dues successions tals que {b,} és acotada i
bTL 1 .
|1+ 4a, — —| < =sinn, VneN
n' " n
Calculeu lim ay,.
n—0o0

4. Siguin a i b dos nombres reals. Demostreu que la seérie

S (e 2
2n—1 2n

n=1

convergeix si i només si a = b.

5. Sigui !
. Sigui a, = —.
sl dn n(lnn)?
o0
a) Proveu que la serie Z an és convergent i calculeu fins a quin terme cal sumar per tal
n=2

que la diferéncia amb la suma exacta sigui inferior a 1073.

o)
b) El mateix per a la serie Z(—l)"an
n=2

(n+2)
3 z".

o0
6. Considereu la serie de potencies E
n=1

a) Trobeu tots els valors = € R tals que la serie és convergent.

o 2"(n + 2
b) Trobeu la seva funcié suma i calculeu Z %

n=1




Examen de recuperacid 08.07.99

1. Calculeu Parea de la regié del primer quadrant limitada per la parabola y = z2 + 2z — 2, la
corba y = 1/2? i I'eix d’abcises.

2. Calculeu el valor de a € R sabent que

nlnn
lim (M) o

n—00 Inn

3. Estudieu la convergencia de la serie

oo @latl)---(atn)
=L p(b+1)---(b+n)’

segons quin siguin els valors de a,b € R™ \ {0}.

(x+2)"

oo
4. Donada la serie de potencies —
P 7;2 27(n2 —n)

a) Trobeu el radi de convergencia.

b) Determineu I'interval de convergencia.

oo

2 n
c) Si f(z) = Z 275?7;77)”), calculeu f(—4) amb un error menor que 1072,
n=2
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Examen parcial 27.03.00

T
1. Sigui F(z) :/ 26 dt.

—
a) Proveu que F és imparella i F” és parella.
b) Estudieu la concavitat de F.

2
z
2. Considereu ellipse d’equacié — + y—z =1, amb a > b > 0. Quan s’obté un volum més gran:

en fer-la girar al voltant de I'eix d’ordenades o fer-la girar al voltant de ’eix d’abcisses?

3. a) Enuncieu el criteri de comparacié per pas al limit per a integrals impropies del tipus

/{:Do f(z)dz.

b) Apliqueu aquest criteri per provar la convergéncia de

T arctanz 4 e~
———dx.
1

23
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Examen final 07.06.00

1. Calculeu, justificant tots els passos,

. Jotetdt
m —F-
z—00 T foz et dt

2
2. a) Proveu que / Inzdr=—-1+In4.
1

b) Raoneu la validesa de la igualtat seglient:

1 1 2 2
lim7<ln<1+7)+1n<1+7>+“-+1n(1+ﬁ)>:/lnxd:v.
n—oo N n n n 1

c¢) Fent us dels dos apartats anteriors, proveu que

) 1/n
lim (M) —4e L,

n—o0 nn

3. Sigui {ay} la successié definida per a; =k > 2, ap+1 = Vk +an, n > 1. Proveu que {a,}
és convergent i calculeu el seu limit.

4. Estudieu, segons el valor del parametre a € R, el caracter de la serie
Vn+2-vn—-2
no '
1

n=

e 2 n > qn
.. n‘+1)a a
5. a) Calculeu la suma de la serie E %, sabent que e® = E -
n! n!
n=0 n=0
o0
b) Proveu que lerror que es comet en substituir la suma de la série E “ygn ber la suma
n!
n=1

dels seus N primers termes és menor que 1/2V.

6. Considereu la serie de poteéncies

(-1)"

nan -’

o0
Trobeu tots els valors © € R™ tals que la seérie és convegent i calculeu Z

n=1

Examen de recuperacid 05.07.00

1. Calculeu les integrals segiients:

In2 +o0 1—lnzx
Vet — ldzx, / nldz.
Jo

0
2. Enuncieu el Teorema Fonamental del Calcul.

3. Sigui {a,} una successié convergent cap a un cert valor a € R. Proveu que:

. ap al anp—1
Jim (Gh i+ T ) = 2

2TL
4. Sigui @, = ——, per atot n € N.
n" nl
o0
a) Proveu que Z a, és convergent.
n=1

b) Trobeu la suma de la serie de 1’apartat anterior amb un error inferior a 1072, Indic:
Abans proveu que a, < (1/2)", si n > 4.

5. Trobeu el domini de convergencia i la funcié suma de la serie de potencies

i (_1)n 3n+2
on+1 z :

n=0
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Examen parcial 26.03.01

Considereu la funcié f(z) = definida a I'interval [1, 00).

Vinz
z
(oo}
1. Proveu que la integral impropia / f(z)dz és divergent.
J1

2. Calculeu el volum generat per la rotacié al voltant de I’eix d’abcisses de la regié del primer
quadrant limitada per la grafica de f(z), la recta z = 1 i l'eix d’abcisses. Indicacié: Per
resoldre la integral feu ts de la integracié per parts.

3. Calculeu tots els zeros de la derivada de la funcié

4

Fo)= [ i,

a l'interval (1,00). (Justifiqueu tots els calculs)
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Examen final 01.06.01

1. Trobeu l'area de la regié del primer quadrant limitada per ’eix d’abcisses, la recta z =11 la

grafica de la funcié
1

2222+ 1
Indicacié: Per resoldre la integral, feu s del canvi z = tant i recordeu que amb aquest

canvi sint =z/vV1+2? i cost =1/v1+ 2.

2. Sigui f:[0,1] — R una funcié continua tal que f(z) € (0,1) per a tot € [0, 1]. Definim ara
la funcié g : [0,1] — R com

fz) =

g(z):?z—/omf(t)dt—l.

a) Proveu que g(0) <0 i g(1) > 0.
b) Proveu que g és estrictament creixent a [0, 1].

c¢) Fent us dels dos apartats anteriors, proveu que existeix un unic & € (0,1) tal que
g(%) =0.
3. Calculeu
U424 4!
lim —M.

4. Sigui {a,} una successié de nombres reals tals que ag,a; € (0,1) sén valors donats i
ap+2 = ap(l — ay), per a tot n € N.
a) Proveu que 0 < a,, < 1, per a tot n € N.
b) Proveu que les successions parcials {az,} 1 {agn+1} s6n decreixents.

c) Fent us dels dos apartats anteriors, proveu que les successions {ag,} i {a2,+1} sén
convergents. Calculeu també els seus limits.

(2n + 3)"2

oo
5. a) Estudieu el caracter de la serie Z W
n=1

00 n2
. . N N . 2n+«a
b) Discutiu, segons el valor del parametre o € R, el caracter de la série E (2 T 2) .
n

n=1

o0
6. Trobeu tots els valors € R tals que la série de poteéncies Z(2n -1) 2"+? s convergent i

n=1
calculeu la seva funcié suma.
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Examen de recuperacid 10.07.01

1. a) Sigui f una funcié continua. Proveu que per a tot x # 0 es compleix

/01 f(zt)dt = é/OTf(u) du.

b) Demostreu que l'area d’un dels recintes del primer quadrant limitat per les corbes
y =tanx, y = cotx ileix d’abcisses val In 2.

2. a) Calculeu

1 1 1
i V2 Pt s
n—oo \/ﬁ !

b) Sigui a; > 1 un nombre real donat. Definim a,,+1 = 2—1/a,, per a tot n € N. Demostreu
que {a,} és una successié convergent i calculeu el seu limit.

o) =

o)
3. Consideren la strie y | —5————.
onsiaereu la serie n:1 9n2 30 _ 2

a) Proveu que aquesta serie és convergent.

b) Calculeu la seva suma, tot observant que és telescopica.

4. a) Proveu, justificant tots els passos, que per a tot = € R tal que || < /2 la suma de la serie

geometrica
3n—2

00 23
> o
n=1

val 2/(2 — z%).

b) Si f(z) = 2/(2 — 2?), calculeu f)(0) i f((0).
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Examen parcial 08.04.02

1. Calculeu

/ 23 sina? da.

Indicacié: Feu, per comencar, el canvi de variable 22 = t.
2. Trobeu l'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié
T
F(x) :/ In® (t 4 e)dt
0
en el punt = = 0.

3. Calculeu el volum del cos generat per la rotacid, al voltant de Ieix d’abcises, de la regié del
primer quadrant limitada per la grafica de la funcié f(z) = 1/(1+x) i els eixos de coordenades.
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Examen final 31.05.02 Examen de recuperacid 09.07.02

1. Considereu la funcié f(z) = L 1. a) Justificant tots els passos, proveu que
rlnx
Sigui A I’area de la regié del pla {(z,y) € R?|z > 3,0 < y < f(2)}, i sigui V el volum del ) fotﬂﬂz(l ) ldt
i6 d . i4 Yai lim =————— =1.
cos generat per la rotacié d’aquesta regié al voltant de I'eix OX. 70 sinz

Proveu, justificant els passos, que A és infinit i V' és finit. 1

+o0
b) Estudieu la convergencia de la integral /1 m dx

2. Siguin (a,) una successié amb limit [ i (b,) una successié de termes positius tal que
lim (by + b2+ ...+ by) = 0.
n—oo

2. Siguia; =11iap4 = aing, per a tot n > 1. Proveu que:
Proveu, justificant els passos, que 1+ ajp
i aiby + ashy + ... + anbp . a) a, > 0 per a tot n > 1;
im =1
n—oo by +bye+...+b, b) {an} és decreixent;
c) {an} és convergent i calculeu el seu limit.
3. Donades les series
UL L B . T = 1
32 52 7292 112 7 3. Donada la serie Z —
1+ n?
1 1 i 1 1 i 1 1 n n=1
3 52 7292 o112 a) proveu que és convergent;

a) Proveu raonadament que sén convergents. b) digueu, raonadament, fins quin terme s’ha de sumar per obtenir la seva suma amb un

b) Digueu, en cada cas, fins a quin terme s’ha de sumar per obtenir les seves sumes amb error error més petit que 0.01.
més petit que 0.01

I2"

o0
4. Donada la funcié 4. Donada la serie de potencies Z

X -~ 1
@)=

n
n=1

a) calculeu el seu radi de convergencia;

(12) i £(A7)
calculeu fU#)(0) 1 f17(0). b) trobeu la seva funcié suma s(z);

o0
Indicacié: Per a [t] < 1, es té (1 +£)* = Z <a> o c) calculeu, sense fer les derivades, s(19(0) i s (0).
n
n=0
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Examen parcial

24.03.03

Examen final 30.05.03

T t+sint
3

1. Proveu que la funcié F(x) = /
1

+00 .

t+sint

2. Proveu que / +t3m
1

3. Integrant per parts, proveu que

3 dt =1+

dt és convergent.

dt és estrictament creixent en linterval [1,+00).

2 2

/JroO t+sint sinl + cos 1 1/+oo Sintdf
. dt.
1 1

45

1
1. Donada la funcié f(z) = T-a)

a) Proveu que la regié delimitada per la corba y = f(z), 'eix d’abscisses i les rectes z = 0
iz =1/2 té area infinita.

b) Fent us de la Regla de L’Hopital, proveu que
1/2
li x t)dt | =0.
Jim e | f)

2. Calculeu els limits seglients:

n+2 ncos(1/n)
a) lim ( )

n—00 n

1 1 1
b) lim (| —m—t+ ——+... + ———
) "ﬂw(\/nQ—t—l Vn?+2 \/n2+n)

- 1
3. Donada la serie Z(fl)" In (n + ) ,

n
n=1

a) Proveu que és convergent.

b) Digueu fins a quin terme cal sumar per tal d’obtenir la seva suma aproximada amb un
error més petit que 0.01.

o0
1
4. Donada la serie de potencies Z n; z"

n=0

)

a) Trobeu el seu domini de convergeéncia.

4
b) Proveu que la seva funcié suma és s(z) = oot
o) o]
1 1
c) Calculeu les sumes de les series Z % i Z n; 3n.
n=0 n=0
46




Examen de recuperacid 09.07.03

ge el
1. a) Enuncieu el criteri de comparaci6 directe per a integrals impropies del tipus / f(z)dz
a
amb f(z) > 0 per a tot > a.

b) Apliqueu aquest criteri per provar la convergéncia de la integral
+oo ,—x
/ e—s dr.
1 T

1
2. Demostreu que la successié recurrent definida per a; = 3 1 ap41 = 5 (an — 3) per a tot
n > 1, és convergent i calculeu el seu limit.

3. Digueu per a quins valors de a € R, la serie

o0
(a + 2>n+1
Z 57L
n=1
és convergent i quina és la seva suma en aquest cas.

4. Donada la funcié f(x) = coshz, trobeu el seu desenvolupament en seérie de poténcies centrat
a l'origen i calculeu el radi de convergencia d’aquesta serie.

47

Examen parcial 24.03.04

. gl . 4 dz .
1. Digueu per que és impropia la integral ———— i calculeu-la.
o Va(

1+ V)

2. Calculeu el volum del cos generat per la rotacié, al voltant de eix d’abcises, de la regié del
pla limitada per la corba y = tanz, l'eix d’abcises i les rectes z =01z = 7/3.

3. Donades les funcions f(x) = (z — 1)e™2*, g(z) = (x — 1)%e™%*, calculeu

+o0
/2 (f(2) - g(x)) .
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Examen final 28.05.04

1. Calculeu el volum del cos generat pel gir, en torn de I'eix OX, de la regié limitada per I'eix
OXila corbay =2?/va2 +1,entre z=0 1 r=1.

®Inz

2. Estudieu la convergencia de la integral / —dz.
1

1 1 1 1
3. Calculeu lim — + 4.+ .
Hﬁﬁ(lﬂ/ﬁ V2+V3 \/ﬁ+\/ﬁ>

o]

1
4. Estudieu, segons els valors del parametre a, la convergencia de la seérie Z _
n=0 ar+a="
|
5. Determineu fins a quin terme s’ha de sumar la seérie Z —— per tal d’obtenir la seva suma
e
n=
amb error més petit que 0.01.
(o
6. Sabent que (1+1¢)* = t" st <1
awe (1407 =3 (%) <1,
n=0
a) Escriviu la serie de Taylor, centrada en x = 0, de la funcié >
—x

b) Si f(z) = arcsinz, calculeu f%)(0) i £(16)(0).
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Examen de recuperacid 04.07.05

1. a) Proveu que

oo g
/ dr =1n2.
Jo 1+e®

Indicacié: Per calcular la primitiva utilitzeu un canvi de variable.

b) Fent us del Teorema Fonamental del Calcul, proveu que la funcié

np2

Flz) = / sint In (1 +£2) dt
0
és creixent a linterval [0, /7.

2. Considereu la successi6 recurrent definida per a;j =1, apy1 = -1+ 1+ 2a, sin € N.
a) Proveu que a,, > 0 per a tot n € N.
b) Proveu que la successié {a,} és decreixent.

¢) Proveu que la successi6 {a,} és convergent i calculeu el seu limit.

1
3n+2 3n—1

3. Sigui a, =
oo
a) Proveu que la serie numerica Z a, és convergent.
n=0
o0
b) Proveu que la suma de la serie Z ap val 1.

n=0

4. Donada la funcié f(x) = sinhz. Trobeu el seu desenvolupament en seérie de Taylor en un
entorn de l'origen i calculeu 'interval de convergencia d’aquesta serie.
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Examen parcial 29.03.05

1. Calculeu I'Area de la regié del primer quadrant limitada per la corba y = z?sinz i l'eix

d’abscisses entre x =01 x = 7.

2. Sigui f(z) = "L

xT

[
—

Proveu que |f”(x)| < 5, per a tot z € [1,2].

o
~

Fent us del metode dels trapezis, calculeu

/12f(:v)dz

amb un error inferior a 1072, Indicacié: L’error que es produeix en aproximar la integral
b
f(z) dz per la férmula dels trapezis amb n subintervals, T,,(f), es pot acotar superiorment

a
per

N3
(Unl)if73
12n2

on K compleix max |f"(z)| < K.
z€[a,b]

3. a) Sigui a > 0. Proveu que la integral impropia
1 .
sin @
/O ratl dx

. . A . ., . sinx
és convergent si o < 11 divergent si a > 1. Indicacié: Recordeu que lm}) =
xr—

=1

A

b) Fent ts del resultat de 'apartat anterior, proveu que el limit

1 .-
sint

dt

lim /tL

2—0+ Inx

val —cosia>1,-1sia=1i0sia< 1.
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Examen final 01.06.05

1

1. Sigui f(z) = Vo

o0
a) Proveu la divergencia de la integral impropia / f(z)dz.
Jo

Ji swydt

b) Justificant tots els passos, calculeu lim 3
z—oo  er’tl

2. a) Demostreu que la successié de terme general

1 1 1
-4+ —, peratot n>1,

a7bzm+n+2+” 2n

és convergent i doneu un interval de longitud menor o igual que 1/2 dins el qual es trobi el
valor del limit.

b) Calculeu els limits segiients:

lim .
n—oo e — 3"

+2
<n2+n+1) n+1 . e+ 3n

o a+2\" . X
3. Sigui a, = = , on a és un parametre real.
(3}

(o 9]
a) En primer lloc, digueu per a quins valors del paramatre a, la serie E a, és convergent.

n=1
En segon lloc, calculeu la seva suma pel cas a = 1.

antl

o0
b) Sigui ara a = 1. En primer lloc, proveu que la seérie Z(fl) ap, és convergent. En

n=1
segon lloc, digueu fins a quin terme cal sumar per tal d’obtenir la seva suma aproximada
amb un error més petit que 0.01.

o0
. S . N 2n +1 ,
4. Proveu que 'interval de convergencia de la serie de potencies g ; 2™ és tota la recta

=

e "

real i calculeu la seva funcié suma tot sabent que e* = Z -
n!
n=>0
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