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ESPAI AFI (1)

L'espai afi real de dimensidé n, (FE,V), esta format per:
e [/, conjunt de punts

e V', R-espai vectorial de dimensio n

e | operacio binaria,
4+ : FE x V — E
tal que:
1. p+u)+7v =p+ (W +77)
2. Vp,q € E, existeix un unic vector W € V tal que p+ o = q.
(Notacio: W =pg =q —p)



ESPAI AFI (II): Observacions
—

1.VpeE,p+ 0 =p

2. VpeEENUWEV, p+u =p&



SISTEMES DE REFERENCIA

Un sistema de referéncia (o coordenades) de |I'espai afi real (E,V)
de dimensio n és:

S =(0,{e1,ep,...,en})

on:
e O ¢ E (origen de cooordenades)
e {e1,ep,...,en} €s base de V (determinen els eixos de coordena-

des)



COORDENADES AFINS

lLLes coordenades afins del punt P respecte del sistema de re-
ferencia S ﬂO, {e1,ep,...,en}) SON les coordenades (p1,p2,---,Pn)
del vector OP respecte de la base {e1,ep,...,en}:

—
OP = pie1 + pprex + -+ + pnen

e Notacio: P = (p1,...,pn).

e Fixat un origen O podem identificar els punts de E amb els
vectors de V,_rger Mmitja de I'aplicacid que fa correspondre al punt
P el vector OP.

o Si_P)z (p1,...,pn) i Q@ = (q1,-...,qn) respecte S, els components

Qe PQ respecte {61,62,...,677,_}) son Q — P = (q1 —p1,---,9n — Pn).
Es a dir, té sentit escriure PQQ = @ — P.



EXEMPLES

1. Les dues diagonals d'un paral.lelogram es tallen als punts
mitjans

2. Les tres medianes d’'un triangle ABC es tallen a un punt de
coordenades £(A + B 4 C) anomenat baricentre.

3. Les coordenades del punt mitja M d’'un segment AB sén M =
= 3(A+ B).

4. Trobar les coordenades del punt mitja de la mediana per A
del triangle ABC de R3 en funcié de les coordenades de A, B

I C.



VARIETATS LINEALS

La varietat lineal (afi) que passa per P € FE i té subespai director
U CV,onU éssubespai vectorial de V, és el conjunt X de punts:

X=P4+U={P+4+uluclU} =
={Q€ElQ=P+uucU}={Qe E|PQ e U}

e La dimensio de X és la dimensio de U.

e Les varietats lineals X = P4 U, Y =Q + W sOn paral.leles si
UCW obéWCU.



CANVI DE SISTEMES DE REFERENCIA (I):
CANVI D'ORIGEN

Considerem els sistemes de referencia: S = (O, {eq1,ep,...,en})
S'= (0, {e1,eo,...,en}).

Si el punt P té coordenades: X = (x1,xo,...,xn) respecte S
X' = (2, 2%, ..., 2;,) respecte S’

Si el punt O’ té coordenades W = (w1, ...wn) respecte S

Llavors,

X:X/—|—W X/:X—W



CANVI DE SISTEMES DE REFERENCIA (II):
CANVI D’EIXOS

Considerem els sistemes de referencia: S = (O, {eq1,ep,...,en})
S' = (0,{e},e5,...,en}).

Si el punt P té coordenades: X = (x1,xo,...,xn) respecte S
X' = (2,25,..., ) respecte S’

Si A és |la matriu de canvi de base: la columna k-éssima de A
conté els components del vector ej,€ respecte la base {e1,eo,...,en}

Llavors,

X =AX' X' =A1lx



CANVI DE SISTEMES DE REFERENCIA (III)

Considerem els sistemes de referencia: S = (0O, {eq1,ep,...,en})
S'= (0, {e},e5,....en}).

Si el punt P té coordenades: X = (x1,xo,...,xn) respecte S
X' = (2, ah,...,2;,) respecte S’

Si el punt O’ té coordenades W = (wq,...wy) respecte S

Si A és |la matriu de canvi de base: la columna k-éssima de A
conté els components del vector e% respecte la base {e1,eo,...,en}

Llavors,
X=AX"+W X' =A"1(xX-w)y=Aa"1x-A"1w
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CANVI DE SISTEMES DE REFERENCIA (i IV):
COMPOSICIO

S =(0,{e1,...,en}) X = (x1,...,zn) coord. de P resp. S
S'= (0, {e},...,en}) X' = («,...,x,) coord. de P resp. S
S"= (0" {e],...;en}) X'"=(aY,...,x]) coord. de P resp. S”

A: {€),...,e,} respecte {e1,...,en}

B: {€f,... e} respecte {e],..., e},

W: coordenades de O’ respecte S
V: coordenades de O” respecte 5’

X=AX"+W
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MATRIUS AMPLIADES (I)

Si A és una matriu quadrada n x n i W un vector columna amb
n coordenades, definim la matriu ampliada:

Maw =

\ o |1y

e EXxpressio del canvi de coordenades amb matrius ampliades:

X X'’

—_ :MA,W —
1 1
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MATRIUS AMPLIADES (i II)
e Canvi invers:
X'’ X
— | =My
Observacio: MK%/V = M1 _ g1y

e Composicio de canvis de coordenades:
X X/l

Observacio: MA,W . MB,V = MAB,AV+W
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ORIENTACIO

e Dues bases {eq,...,en}, {u1,...,un} d'un R-espai vectorial V de
dimensi6 n determinen la mateixa orientaci6 si dety, y{u;} > O.

e Orientar un espai vectorial V' = fixar una base {eq,...,en} de V
(orientacio positiva o directa).

Bases de V amb orientacio positiva = bases que tenen |la mateixa
orientacio que {eq,...,en}.

e Orientar un espai afi (F,V) = orientar I'espai vectorial V
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GEOMETRIA METRICA

1 Producte escalar

2 Norma

3 Distancia

4 Angles

5 Bases ortonormals

6 Producte vectorial

7 Equacio metrica del pla
8 Projeccio ortogonal
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PRODUCTE ESCALAR

Un producte escalar a un R-espai vectorial V és una forma bilineal

simeétrica definida positiva:
VxV — R

(u,v) — wu-v
tal que Yu,v,w eV, VA € R,

bilineal: (u+v) - w=u-w—+v-w
(Au) v = A(u-v)
u-(v+w)=u-v+u-w
u- (W) = A(u-v)

simétrica: uw-v =v-u
definida positiva: uw-u > 0 _

u-u=0<u=20
16



— —
e Observacio: O -u=wu-0 =0

e Notacions: u-v, (u,v), <u,v >,...

e Espai vectorial euclidia: espai vectorial on s'hi ha definit un
producte escalar.
Notacio: (V,-).

e Espai afi euclidia: espai afi (E£,V) on (V,-) és un espai vectorial
euclidia.
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DESIGUALTAT DE SCHWARZ
(V,-) espai vectorial euclidia, Yu,v € V, (v -v)?2 < (u-u)(v-v)

A més, val la igualtat < els vectors u,v son lin. dependents.

e Formulacio equivalent: |u-v| < u-u/v-v

e Corol.lari: Vu,v eV,

u,v sOn lin. independents < >0

u,v soOn lin. dependents < =0
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NORMA (I)

Una norma a un espai vectorial real V és una aplicacio
Il : VvV — Rt

u — |lul| =0
tal que Yu,v € V, VX € R,

)
1. |lu| =0&u=0

2. [ Aull = Al [lu]

3. ||lu+v|| < ||lul| + ||v|| (desigualtat triangular)

e Espai normat: espai vectorial real on s'hi ha definit una norma.
Notacio: (V|| ).

e VVector unitari: vector u € V tal que ||u|| = 1.
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NORMA (II)
Propietats:

N
1. SiueV, ux 0,

—— €S un vector unitari

]

U .
{u,n} son linealment dependents
u

2. Vu,v eV, | lull = [lvfl | < llu — vl

20



NORMA (i III)
Norma derivada d’'un producte escalar:

Si (V,-) és un espai vectorial euclidia, I'aplicacio
|| : V — Rt

u — lulf = +vu-u

€S una norma a Vv
e S'anomena norma derivada del producte escalar -

e Si || || és la norma derivada del producte escalar -, la desigualtat
de Schwarz es pot escriure:

- o] < lull lv]

e Hi ha normes que no deriven de cap producte escalar
21



DISTANCIA

Una distancia a un conjunt £ és una aplicacio
d : ExXE — Rt

(z,y) — d(z,y)

tal que Vx,y,z € F, 1. d(z,y) =0z =y
2. d(z,y) = d(y,x)
3. d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

e Si (V.|| ||) €és un espai normat, l'aplicacio d(u,v) = ||lv — ul|
defineix una distancia a V.

e Si (E,V) és un espai afii || || una norma a V, llavors I'aplicacio
d(z,y) = |ly — z|| = ||zy|| defineix una distancia a E.
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ANGLES (1)

Si (V,-) és un espai vectorial euclidia, I'angle determinat pels
. u-v
vectors u,v € V és el valor lnic o € [0, 7] tal que cosa =

[l [l

e Esta ben definit ja que per la desigualtat de Schwarz,

e Si la dimensio de V és 2 i la base {eq,ex} determina |'orien-
tacio positiva, es defineix I'angle orientat 2D format pels vectors
linealment independents u, v:

angleOr2D(u,v) = sgn(dety. 1 (u,v)) arccos I 1|L| IT |
7 u v
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ANGLES (II)
ORTOGONALITAT:

e Dos vectors u,v € V de I'espai vectorial euclidia (v,-) sén orto-
gonals si a« = /2, és a dir, si u-v = 0. Notacio: ulwv.

e Siu,v € V son ortogonals, \u, uv son ortogonals per a qualssevol
A€ R
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ANGLES (i III)
EXEMPLES

1. Teorema de Pitagores: wu,v sén ortogonals < |ju + v||? =
[ull2 + [[v]1%.

2. Teorema del cosinus: Si a,b,c sOn les longituds dels costats
oposats als vertexs A, B,C del triangle ABC i a« = BAC, llavors
a? = b2 -+ c2 — 2bc COS o

3. L'angle inscrit a una semicircumferencia és /2.

4. Calcul de les longituds i I'angle que formen les diagonals d'un
paral.lelogram

5. Equacio de |la bisectriu d'un angle
25



BASES ORTONORMALS

e Una base {eq,...,en} d'un espai vectorial euclidia (V,-) és orto-
normal si els vectors son unitaris i ortogonals dos a dos:

e; e =1, ViG{l,...,n}
ejre;=0,sli7#j

e Un sistema de referéencia S = (O,{e1,...,en}) de l'espai afi
euclidia (E,V) és cartesia si {e1,...,en} €s una base ortonormal.
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US DE BASES ORTONORMALS

(V,-) espai vect. euclidia, B = {e1,...,en} base ortonormal de V
%

r = (x1,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) resp. B

e EXxpressio del producte escalar:
%

T -7=x1y1+---—|—:vnyn=2?:1wiyz'

e EXpressio de la norma derivada del producte escalar:

17| =V7 7 = /a3 +...23

e EXpressio de I'angle determinat per dos vectors:
Z?:l LiYq

\/23,7’:1 %2\/2?’:1 u7

e Coordenades d'un vector qualsevol:
—> —
T =30 1(e - T)ey

angle(@, ) = arccos
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US DE SISTEMES DE REFERENCIA
CARTESIANS (I)

Distancia entre dos punts:

(E,V) espai afi
S = (0,{e1,...en}) sist. de ref. cartesia
PaQ ~ Ev P = (pla"'7pn)r Q — (Q17'°°7qn) resp. S!

d(P,Q) = |PQ|=|Q—P| = J S (g — pi)?
1=1
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US DE SISTEMES DE REFERENCIA
CARTESIANS (i II)

Canvis de sistemes de referéncia:

S = (0,{e1,...en}), S= (0, {e],...€,}) sist. de ref. cartesians
X = (z1,...,2n), X' = (&),...a),) coordenades de P resp. S, S5’
A matriu de canvi de base: vectors e, respecte {ej,...en}

e A és una matriu ortogonal: AAT = I, o equivalentment, A=1 =
AT

e EXpressio de |I'equacio de canvi de coordenades:
X=AX"4+W
X' =AT(x-w)y=4a"x - Alw
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OBTENCIO DE BASES ORTONORMALS (1)

e Propietat: {wuq,...ui} vectors no nuls i ortogonals dos a dos
d'un espai vectorial euclidia = son linealment independents.

e Corol.lari: n vectors no nuls i ortogonals dos a dos d'un e.v.
euclidia de dimensid n formen una base.

e Consequencia: {ei,...en} no nuls i ortogonals dos a dos d'un

e.v. euclidia de dimensio n = {—HZH’”'—H?H} eés base ortonormal
n

de V
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OBTENCIO DE BASES ORTONORMALS (II)

e Si u = (a,b) és un vector no nul de I'espai vectorial euclidia R?
amb el producte escalar usual,

(a,b) (=b,a)

: és base ortonormal directa
a2+ b2 /a2 4 b2
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OBTENCIO DE BASES ORTONORMALS (III):
Metode de Gram-Schmidt

Si{eq1,...en} €s una bse d'un espai vectorial euclidia V, els vectors
{u1,...un} que s’obtenen recursivament com s’indica a continua-
cio, formen una base ortonormal:

— €61
U pu—
L™ Tlexll
k—1
er, — 2 —1(er - uj)u;
up, =1 7 g > 2

— k—1 ’
ler, —>°5=1 (e - uj)ujll
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PRODUCTE VECTORIAL (1)

Considerem |'espai vectorial R3 amb el producte escalar usual i
una base ortonormal {e1,ep,e3}.

El producte vectorial és I'aplicacio
A R3xR3 — R3
(u,v) — uwAw
definida per u Av = (det(u,v,eq),det(u,v,er),det(u,v,e3)) =

= (upv3z — vou3z, —(u1v3 — V1U3), U1V — VIUD)

e Fixats u,v, el producte vectorial u Av és I'Unic vector de R3 tal
que Vu,v € R3, det(u,v,w) = (uAv) - w,
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PRODUCTE VECTORIAL (II)

PROPIETATS. Vu,v,w € R3, YA e R

—

1. uhv=—-vAu, uAu=20

2. Au)Av=A(uAv) =uA (A\v)
(ut+v)ANw=uAw+vAw
uN(wt+w)=uAv+uAw

ﬁ
3. uAv= 0 & u,v sOn linealment dependents

4. ul(uAv), vL(uAv)
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5. EIl producte vectorial no és associatiu. Contraexemple: Si
U — (17070)7U — (O,l,O),’UJ — (17171)1 (U’/\U) Nw = (_17170) 7’4:
(0,1,0) =u A (v Aw)

6. llunv|?=ull?llv]? = (u-v)2 = |lul|?||v]|?sin?a,
on o = angle(u,v)

7. u,v linealment independents = {u,v,u Av} és una base de R3
amb la mateixa orientacio que {e1,ep,e3}

8. u,v ortogonals i unitaris = {u,v,uAv} és una base ortonormal
de R3 amb la mateixa orientacié que {eq, e, e3}



EQUACIO METRICA DEL PLA (I)

Equacio d'un pla r de R3: az +by+cz+d=0
Notacio: u = (a,b,c), X = (x,vy, 2)

—
e u €S un vector normal al pla: VP,QQ € 7, ulPQ

e | 'equacid de m es pot escriure u- X +d=20
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EQUACIO METRICA DEL PLA (II)

P punt

mpla: ar+by+cz+d=0
u=(a,b,c), X =(x,y,2) => u-X+d=0

e Recta que passa per P perpendicular a
r. X=P+4+Xu, NER
e Projeccio ortogonal del punt P sobre sobre el pla :

- P4+d
P’=rﬂ7r=P—(u T )u
) - ] u--Uu
e Distancia del punt P al pla :
|u-P—|—d|

—
d(P,m) = ||PP'|| =

[l
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EQUACIO METRICA DEL PLA (IIl)

P punt
r recta que passa per i de vector directorv: X =Q+ v, e R

e Pla que passa per P perpendicular a r:
7. (X—-—P)-v=0
e Projeccio ortogonal de P sobre r:
v- P_cj) )

P’=rﬂ7T=Q—<
Vv

e Distancia del punt P a la recta r:

— — .—> 2
d(P,r) = |[PP|| = J 1pg)> -~ T

—
lvA PQ|

]l

d(P,r) =

37



EQUACIO METRICA DEL PLA (i IV)

r recta que passa per A i té vector director v: X = A+ v, A€ R
S recta que passa per B i té vector director w: X = B4+pw, u € R

e Distancia entre r i s:
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PROJECCIO ORTOGONAL (I)

V' espai vectorial euclidia, F' subespai de V.

e Vector ortogonal a F. x € V tal que xlu, Yu € F'.

Notacio: ul F

e Si {e1,...e,} €s una base de F"
ulF < ule;, Vie{l,...k}

e Projeccio ortogonal d'un vector x € V sobre F':
w e F

r = w € V tal que
Pri(e) = w : {(:1: —w) LF
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PROJECCIO ORTOGONAL (1)
Calcul de la projeccio ortogonal:
e Directament, imposant les condicions de la definicid

e Si {uq1,...,u;} és una base ortonormal de F:

k
pre(z) = > (z-u)y;
i=1
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PROJECCIO ORTOGONAL (i III)
A |'espai afi R3:
e Projeccio ortogonal del punt P sobre la recta r : X = @Q + A\u,
A € R:
/ —

P'=Q+ prp(QP)
on FF =< u > (subespai vectorial generat per )
e Projeccio ortogonal del punt P sobre el pla m que passa per
| té subespai director F' =< u,v >

P'=Q + prp(QP)

41



