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1. AFINITATS

Una afinitat a un espai afi (E,V) de dimensid n €s una aplicacio
f  E — FE tal que existeix una aplicacio lineal ¢ : V — V que
satisfa Vpe E,Vu eV, f(p+u) = f(p) + ¢(u)

Observacions:

e Vpe E\VueV, f(p+u) = f(p)+¢(u) &
& Vp,q € E, f(p)f(q) = ¢(pq)

e f queda determinada per ¢ i la imatge per f d'un punt qualsevol



2. AFINITATS: EQUACIONS (I)

Fixem un sistema de referencia de E, S = (0O,{eq,...,en}),
f queda determinada per f(O) (vector translacio) i ¢ (aplicacio
lineal associada a f)

Si f(O) =W = (w1,...wn) i A és la matriu associada a I'aplica-
Cio lineal ¢ respecte a la base {eq,...,en}) (és a dir, conté per
columnes les imatges dels vectors eq,...en), llavors I'afinitat es
pot expressar:

o (X)) =AX 4+ W

£(X) X A W X
— pr— MA,W —_— pr— —_ — — I —
1 1 O 1 1




2. AFINITATS: EQUACIONS (i II)

L1 Y1
esix=|: |, qx0=y=|" |

Ln, Yn

y1 =a11x1 + -+ a1pxn + wy
Yo = ap11 + - + agpTn + wo

an1T1 + - + annTn + wn

L Un



3. PROPIETATS (I)
e f,g afinitats = f o g afinitat

e La composicio d’'afinitats no és en general commutativa:

Jog#Fgof

o f té M per matriu ampliada i g té€ N per matriu ampliada =
= fog té MN per matriu ampliada

o F(X)=AX+W, g(X)=BX+V =
= (fog)(X) =(AB)X + (AV + W)



3. PROPIETATS (i I)

e f afinitat bijectiva (o regular) < ¢ aplicacio lineal bijectiva <
< A és inversible & det A = 0,
on A és la matriu associada a ¢

e Si f és una afinitat bijectiva i té matriu ampliada M, llavors
f~1 és una afinitat i té per matriu ampliada M1

e Si x1,...,Tp41 SON n + 1 punts linealment independents de E
(és a dir, els vectors z1x3, %123, ... T1%,4+1 SON Li.) i
Y1,---, Ynt+1 SON n—+1 punts qualsevol d'un espai afi £ de dimensio

n, existeix una unica afinitat f tal que



4. EXEMPLES (I)

1. Translacions de vector W.

Son afinitats tals que ¢ = Id (A =1):

tw . F—FE, tw(X)=X+4+W

e SON afinitats regulars i la inversa és tﬁ/l =t_w

e La composicio de translacions €s una translacio: tyoty = ty4w

2. Canvi d’escala respecte I’'origen.

Afinitat tal que W =0 i A és diagonal:

Egl)\z,---)\n(xl’ “ e Cljn) — (>\1£C1, )\2332, e oy )\nCIZn)

° E/(\Dl,/\%_)\n és regular < Vi, \; = 0
e Si A\ =X =---= X\, = X sTanomena homotécia de rad A



4. EXEMPLES (i II)

3. Projeccio paral.lela. La projeccio sobre el pla z = 0 paral.lela
a u = (ui,un,u3) a 'espai afi R3 fa correspondre al punt X la
interseccio del pla z = 0 i la recta que passa per X i té vector
director wu.

1 0 —uq/u3z
Equacions: f(X)=| 0 1 —wup/uz |X
0O O 0

e Es una afinitat no regular

o f2=1f



5. PROPIETATS: AFINITATS I VARIETATS LINEALS
e Les afinitats transformen varietats lineals en varietats lineals

e Les afinitats transformen varietats lineals paral.leles en varietats
lineals paral.leles

e Les afinitats transformen punts alineats (coplanaris) en punts
alineats (coplanaris)

e Les afinitats transformen segments en segments

e En general, les afinitats no conserven distancies, normes, pro-
ducte escalar, angles, orientacio



6. DESPLACAMENTS (I)

Son les afinitats f : E — E que conserven distancies, és a dir,
d(f(p), f(q)) = d(p,q), Vp,q € E

1. Si f és una afinitat i ¢ I'aplicacio lineal associada,

e SON equivalents les condicions seguents:

-f és un desplacament

-¢ conserva normes

-¢ conserva el producte escalar

-¢ transforma bases ortonormals en bases ortonormals

e f desplacament = ¢ conserva angles
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6. DESPLACAMENTS (i II)

2. Si f és una afinitat i ¢ és I'aplicacio lineal associada que
té A per matriu associada respecte a una base ortonormal,

e f és un desplacament < A és una matriu ortogonal (AT = A_l)

e f és un desplacament = det A= 41 i f és regular
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7. DESPLACAMENTS 2D
Afinitats f : R? — R2 tals que Vp,q € R2, d(p,q) = d(f(p), f(q))
e f(X)= AX+W és un desplacament < A és un matriu ortogonal

e Desplacaments directes: detA =1
Desplacaments inversos: det A = —1
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DESPLACAMENTS 2D DIRECTES

COSa —Sina Identitat
detA=1=da€c|[-m,7], A= < ) ) = ¢ Translacions
Sina COS« .
Rotacions

f(X)=AX4+W | a =0 a %0
W=70 I RO
W#0 tyy tyr o RO = RC,
on C=({I—-A)"1w
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DESPLACAMENTS 2D INVERSOS

det A= —1= T sist. deref. §'tq. f(X) = (

= 9

\

( Simetria axial

1 O
0 -1

Simetria axial seguida de
translacio de vector paral.lel a I'eix de simetria

%4

—

0

Sox

W = (w1, wp) # O

tiy 0o Sox = ty 0 Se

on e:yzéwg, v = (w1, 0)

>X+W$

14



EQUACIO D'UNA ROTACIO QUALSEVOL

Rotacié d’angle « i centre C, RS:

RgZTCoRgoT_C

EQUACIO D'UNA SIMETRIA AXIAL QUALSEVOL

Simetria axial d'eix e que passa pel punt P i forma un angle «
amb l'eix d'abscisses, Se:

Se=TpoR{0SyxoR?, 0T p
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DESPLACAMENTS 3D
DESPLACAMENTS 3D DIRECTES

f(X)=AX + W, A ortogonal, detA =1

( Identitat

Translacions

Rotacio d'eix e i angle «

Rotacio seguida de translacio paral.lela a I'eix de rotacio

\

DESPLACAMENTS 3D INVERSOS

f(X)=AX + W, A ortogonal, detA = -1

( Simetria central

Simetria especular

Simetria esp. seguida de rotacio d’'eix perp. al pla de simetria
| Simetria esp. seguida de translacio paral.lela al pla de simetria
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EQUACIONS DELS DESPLACAMENTS 3D

f(X) X
e Matriu ampliada d’una afinitat: — =Maw | —
1 1

e Desplacaments elementals.
( Identitat

Despl. directes < Translacions
| Rotacions d’eixos de coordenades OX, OY i O

[ Simetria central respecte a l'origen
\ Simetria especular de plans de coord. XY, XZiYZ

Despl. inversos |

e Altres. Dedulr la matriu ampliada amb algun dels metodes
seguents:

1. Composicio d’'afinitats elementals
2. Canvis de sistemes de referéncia
3. Propietats de I'afinitat
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MATRIU AMPLIADA DELS DESPL. ELEMENTALS

IDENTITAT, I

Mrp =

oo o
oo~ O
ol OO

RO OO

TRANSLACIO DE VECTOR W, Ty :

W = (w1, wp,w3) = Mg, =

w1
w2
w3

o oo

oo O0o

o~ OO
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ROTACIO D’ANGLE « i EIX OX, R9X:

1 0 0 |o
Y, | O cosa —sina |0
R* — | 0 sina cosa |0
0 O 0 |1
ROTACIO D’ANGLE « i EIX OY, R9Y:
cosa O sina |0
O 1 0 |O
Mpov = | _sina 0 cosa |0
0O 0 0 |1
ROTACIO D’ANGLE « i EIX 0Z, R9%:
cosa —sSina 0|0
Sinaa cosa 010
Mpoz = 0 0O 1|0
0 0O 01




SIMETRIA ESPECULAR DE PLA XY (z=0), Sxy :

SIMETRIA ESPECULAR D

Mgy, =

@INGNGN M
|

OOH

el NoNe)

= O OO

SIMETRIA ESPECULAR DE PLA YZ(x=0), Syy :
—1

Mg, , =

ol OO
RO OO

O
1
O
O

oo o
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SIMETRIA CENTRAL RESP. L'ORIGEN, Sp:

1 0 00
0O —1 0|0
Mso=1 0 0o —-1lo0
0O O 0 |1




MATRIU AMPLIADA D'ALTRES DESPLACAMENTS
ORIENTACIO D’'UN EIX DE ROTACIO

e Orientar una recta e (eix de rotacid) consisteix en donar un
vector director de la recta, v.

e Un cop orientat l'eix e, la rotacid d'angle o respecte l'eix e
consisteix en fer un gir d'angle o en sentit antihorari si mirem els
punts des de l'infinit on apunta el vector v.

e Per defecte, orientarem una recta prenent el vector director
v = (v1,vo,v3) tal que,
vz > 0 0 bé
v3 =01 v >0, 0 bé
vz=wvp=01vy >0
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METODE DE FOLEY-VAN DAM

Considerem u = (uq, un,u3) un vector no nul de R3,
i angles 3 i v tals que (RYX oRgZ)(u) = (0,0,h), h>07

B=v=0, siuz3>0,

e Si u;g = up =0: .
B=0,y=m, siugz<O.

o Si ul#OGuQ#OZ
(cos B3 =

2 2

B = sgn(uq) arccos —22— = ¢ /Uit

. _ u
u%—|—u% SIN /3 = 21 5
L ujtus
(
COS~y = 43
\/u%—l—u%—l—fu%
_ u3
¥ = arccos = 24 4,2
2.2, .2 . uitu
\/“1"‘“2"‘“3 siny = 12
\ \/u%—l—u%—l—ug



EXEMPLE METODE 1: ROTACIO D’EIX ¢ I ANGLE o

Si e passa pel punt P i té vector director orientat v, i B i v els
angles que s'obtenen al aplicar Foley-Van Dam a v:

R, =Tpo R o R9F o RYZ o RO* o R§Z 0 T_p

EXEMPLE METODE 1: SIMETRIA ESPECULAR DE
PLA T[]

Si el pla Il passa pel punt P i té vector normal v, i 81~ els angles
que s'obtenen al aplicar Foley-Van Dam a v:

Sn="Tpo R4 o R%Y 0 Sxy o RY* o R§Z 0T _p
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EXEMPLE METODE 2:
SIMETRIA ESPECULAR DE PLA I

Si el pla N passa pel punt P i té vector normal v = (a,b,c),
prenem el sistema de referéncia ortonormal S = (O, {e], e5,€5}),
on O = P, 6’3 = (a,b,c)/\/a2 + b2 4 2, e’l = (—b,a,O)/\/a2 + b2,
er = e5 Aey. Considerem la matriu ampliada del canvi de sistema
de referéncia, MA,W.

QER?’ X coordenades resp. S
X" coordenades resp. S’

Y coordenades resp. S
Y’ coordenades resp. S’

Sn(Q) € R3 {
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Substituim X', Y’ en funcié de X,Y:

Y X
MX,%/V - ) — MSXYMZ,%/V - | =
1 1
Y
= I = MA,WMSXYME}/V

Matriu ampliada de la simetria:

_ —1
Mg = MA,WMSXYMA,W

X

1
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EXEMPLE METODE 3: SIMETRIA CENTRAL

Si Sp(X) és la imatge del punt X per una simetria central res-
pecte a un punt P, es satisfa que P és el punt mitja del segment
XSp(X), d'on es dedueix:

P=3(X+ Sp(X)) = Sp(X) = -X+2P

I per tant, la matriu ampliada de la simetria central respecte al
punt P = (p1,p2,p3) €S
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