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1. ESPAIS VECTORIALS REALS
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1. ESPAIS VECTORIALS (1)

V és un espai vectorial real (0 bé un espai vectorial sobre R o
bé un R-espai vectorial) si V és un conjunt i 4, - operacions
tals que:
+ :V xV — V (operaciod binaria interna en V)
o Vu,v,w eV, u+ (v+w) = (u+v)+ w (associativa)
e Vu,v €V, u+v=v+u (commutativa)
° HHEVtaI que Yu € V, 6>—|—u=u—|—6>=u
(5) és |I'element neutre de V)
eVucV,d—uecVtalqueu+ (—u)=(—u)4+u=0
(—u és I'element simétric o oposat de u)
R xV — V (operacio externa)
eVueV, 1l -u=u
eVu,veV,VaeR, a-(u+v) =a-u+a-v
eVuecV,Va,B€eR, (a+0) u=a-u+p5-u
eVuecV,Va,B€R, (af) u=a-(8-u)



1. ESPAIS VECTORIALS (II)

> Els elements d’'un espai vectorial real V s’anomenen vectors
I els elements de R, escalars

> Per definir un R-espai vectorial calen 4 operacions:
Suma de vectors
Suma d’escalars (suma de nombres reals)
Producte de vector per escalar
Producte d'escalars (producte de nombres reals)

> Normalment utilitzem la mateixa notacido + per a les dues
sumes, tot i que son dues operacions diferents, i la mateixa
notacid - (o res) per als dos productes, tot i que sén dues
operacions diferents. Sabem de quina es tracta pel context.



1. ESPAIS VECTORIALS (III)

» Si V és un R-espai vectorial,
_>
YueV, 0-u= 0
— —
Vo eR, a- 0 = 0
— _ —
VaoeR, VueV, (aru=0=>a=00u= 0)

VueV, (=1) - u= —u

> Exemples.

R"™ = {(z1,...,zn)|z; E R}, n>1

M, xn(R) conjunt de matrius m x n amb coeficients reals
R[xz], conjunt de polinomis amb coeficients reals

F(R;R), conjunt de funcions reals



1. ESPAIS VECTORIALS (1IV). SUBESPAIS
Si V és un espai vectorial real,

o W C V és subespai vectorial de V si W és un espai vecto-
rial real amb les operacions de V induides a W (és a dir, les
operacions de V considerades només per als vectors de W).

» W C V és un subespai vectorial de V si es compleixen les
condicions seguents:

W #+= o

Vu,ve W, ut+veWw

VueW, Vo eR, a-ue W

» Un subespai vectorial no pot ser buit, com a minim conté
—_
el vector O.



1. ESPAIS VECTORIALS (V). SUBESPAI GENERAT
Si V és un espai vectorial real,

e El subespai vectorial generat per S C V és el subespai vecto-
rial més petit (respecte a la inclusid) de tots els que contenen

S.

> Notacio: (S) denota el subespai vectorial generat per S.

H
> (0)={0}
» Si S+,
(SY={au1+---F+arur | r>1, 0, ERu; €5, sil1<i<r}
» (ui,...,u) ={ajur +- - +aru | €ER, si 1 <i<k}
e Combinacio lineal dels vectors uq,...,u € V: qualsevol vec-

tor de la forma aquy + -+ arur, on Vi, 1 <1<k, a; € R

» Si S # g, (S) esta format per totes les combinacions lineals
de vectors de S.



1. ESPAIS VECTORIALS (VI). INDEPENDENCIA LIN.
Si V és un espai vectorial real,

e S CV és linealment independent < (u1,...,ur € S,
—
at,...,or €R, aqu1+--4+aopur =0 =>a1 = - =ar =0)

e S CV és linealment dependent < S no és linealment inde-
pendent

e Cas particular: {uq,...,ur} CV és linealment independent
_>
S (a1,...,ap €R, aqu1+--Fopup = 0 = a1 = - =a; =0)

» S linealment independent = 0 ¢ S
» S linealment independent, S’ C S = S’ és linealment inde-
pendent

» S linealment dependent = dv € S tal que v és combinacio
lineal de vectors de S \ {v}



1. ESPAIS VECTORIALS (VII). BASES I DIMENSIO
Si V és un espai vectorial real,

>:V7

B
e BCV és una base de V & < . _
B és linealment independent.

» Tot espai vectorial diferent de {6} té alguna base no buida.
La base de I'espai vectorial {6} és el conjunt .

» Tota base d'un espai vectorial té el mateix nombre de
vectors.

e La dimensio d'un espai vectorial és el nombre de vectors
d’'una base qualsevol. La dimensio és finita si és un nombre
natural n > 0. En cas contrari, és infinita.

> Notacio: dimV



1. ESPAIS VECTORIALS (VIII). BASES I DIMENSIO
Si V és un espai vectorial real de dimensio finita,

» Si B = {u1,...,un} €s base de Vi v = ajuy + - + anun,
amb «; #= 0, llavors (B ~\ {u;}) U{v} és base de V

» Si vq,...,vE SOn vectors lin. independents i B = {uq,...,un}
és base de V i, llavors existeixen n — k vectors de B tals que
juntament amb wvyq,...,v, formen base de V.
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1. ESPAIS VECTORIALS (IX). BASES I DIMENSIO

» SidimV = n,

n €s el maxim nombre de vectors lin. independents de V
n €s el minim nombre de vectors que generen V

n vectors linealment independents formen base

n vectors que generin V formen base

Si W és subespai de V, dimW <dimV

Si W és subespai de V i dimW =dimV, llavors V =W
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1. ESPAIS VECTORIALS (X). COMPONENTS

» Si B = {u1,...,un} €S una base de I'espai vectorial real V
de dimensio finita, tot vector de V es pot expressar com a
combinacio lineal dels vectors de B de forma unica:

veV =daq,...,an € R tals que v =aqu1 + --- + anun
v=oa1u1+: - -Ftopun = B1ui+- - -+0Bnun = a1 = B1,...,0n = PBn
> (a1,...,ap) SON els components de v = ajul + -+ + anun

respecte a la base B.
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1. ESPAIS VECTORIALS (XI). COMPONENTS

> Si dimV = n, fixada una base B = {uq,...,un} de V identi-
ficarem el vector v amb els seus components respecte a B.

Escriurem v = (aq,...,an) Si v = aquy + - - + anun.
» Si els components de v, w respecte a B s6n v = (a1,...,an),
w= (B1,...,8n) i X € R, llavors els components de v 4+ w, \v

respecte a Bson: v+ w= (a1 +B1,...,an+ Gn)
Av=(Aai,..., \an)
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1. ESPAIS VECTORIALS (XII). CANVIS DE BASE

Si V és espai vectorial real de dimensio n, w € V,

B =/{e1,...,en}, B'={e€},...,e},} bases de V tals que:
el =ayiie1 +asies + - +apien

6;1 = aipe1 + azpes + -+ + annen

(z1,...,zn) CcOMponents de w respecte a B
(z%,...,z),) components de w respecte a B’

Llavors AX' = X, on:

ai1 ai1o ... aln 1 CU/]_

a a .. a Xr xr
A= |21 @22 a2 | | T2y |7

Cl;n]_ anz .. ann In 33;7/

Es a dir, les columnes de A son els components dels vectors
de B’ respecte a la base B.
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2. L’ESPAI AFI R”

L'espai afi R"

Sistemes de coordenades

Canvis de sistemes de coordenades
Equacions parametriques

Equacions cartesianes de rectes i plans
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2. L’ESPAI AFI R" (I)

Considerem el conjunt de punts del pla o de I'espai. Fixat un
punt O podem identificar cada punt P amb el vector posicio
675. Per tant, per a |I'estudi dels punts del pla o de |I'espai ens
sera util I'espai vectorial R? o R3.

Els objectes de |'espai vectorial IR%Q, R3 sén vectors (és a dir,
segments orientats: tenen una longitud, direccio i sentit). Els
objectes de I'espai afi son punts (I'extrem final del vector po-

sicido un cop fixat un punt).

La idea es pot extendre a I'estudi de I'espai afi de dimensio n.
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2. L’ESPAI AFI R" (II).
SISTEMES DE COORDENADES

e Sistema de coordenades (o0 referéncia) de l'espai afi R"™:
S = (0,{e1,en,...,en}) tal que

O és un punt (origen de cooordenades)

{e1,ep,...,en} €s base de I'e.v. R" (eixos de coordenades)

e Coordenades afins del punt P respecte al sistema de re-
ferencia S = (O, {e1,e,...,en}): sOn els components (p1,p2,...,Pn)
del vector OP respecte a la base {ej,eo,...,en}. Es a dir,
oP = pi1e1 + poex + - 1 pneén.

> Notacio: P = (p1,...,pn).

» Si P = (p1,...,pn) i Q@ = (¢q1,...,9n) respecte a S, per ser
> > — —
OP+PQ = 0OQ), els components de P(Q respecte a {e1,ep,...,en}
—
son (g1 — p1,...,qn — pn). Escriurem PQ = Q@ — P.
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2. L’ESPAI AFI R" (III).
CANVI DE SISTEMES DE COORDENADES

» Considerem els sistemes de coordenades:
S=(0,B)i S = (0B
on B ={ey,en,...,en} i B'={e],e5,...,¢e,}.

Si el punt P té coordenades:
X = (x1,x2,...,2n) respecte a S
X' = (2, ah,...,2;,) respecte a S’

Si el punt O’_t_é_)coordenades W = (w1q,...wp) respecte a S
(és a dir, OO = wie1 + ... wnen)

Si A és la matriu de canvi de base (les columnes de A son els
components dels vectors de B’ respecte a B)

Llavors, X =AX'"4+W
X =AM (X-W)=A4"1x-A"1lw

> B=B =A=I,=X=X'4+W
>0=0"=W=1(0,...,0) = X = AX'

18



2. L’ESPAI AFI R" (IV).
EQUACIONS PARAMETRIQUES

e Parametritzacid de la recta que passa per P i té vector
director u: X =P+ Xu, e R

e Parametritzacio de la recta que passa per P i Q:
—
X =P+ APQ, NeR

e Parametritzacio del pla que passa per P i té vectors directors
u,v: X =P+ Xu+pv, \,ueR

e Parametritzacio del pla que passa per P, Q i R:

X =P+ APQ+ uPR, \,u € R
X=P+AXQ-P)+pu(R-P), ,peR
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2. L’ESPAI AFI R” (V).
EQUACIONS PARAMETRIQUES

e Parametritzacio del segment PQ:
—
X =P+ \PQ, e [0,1]
X=P+XQ-P), Ae[0,1]

e Parametritzacio de la semirecta amb origen P i direccio u:
X=P+Xu, A >0

1
e Punt mitja del segment PQ: E(P_I_ Q)

1
e Baricentre del triangle ABC: §<A+ B+ C)

20



2. L'ESPAI AFI R" (VI).
EQUACIONS CARTESIANES

» Equacio cartesiana de |la recta de R2 que passa per
P = (p1,p>) i té vector director u = (u1,us):

dot (w—pl y—p2> _ 5

ul u?

» Equacio cartesiana de la recta de R2 que passa per

P = (p1,p2) 1 Q = (q1,92):
com el cas anterioramb u=Q — P = (g1 — p1,92 — p>).
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2. L’ESPAI AFI R" (VII).
EQUACIONS CARTESIANES

» Equacio cartesiana del pla de R3 que passa per
P = (p1,p>,p3) i té vectors directors u = (u1,un,u3),

v — (vla U2, ’1)3):

L—pP1 Yy—P2 Z2—P3
det uq uo us3 =0

v1 v2 v3

» Equacio cartesiana del pla de R3 que passa per

P = (p1,p2,pr3), Q@ = (q1,92,93), R = (r1,7r2,73):
com el cas anterior amb u=Q — P = (g1 — p1,92 — P2, 93 — p3),

v=R—-P = (ry —p1,m72 —p2,73 — P3).
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2. L’ESPAI AFI R" (VIII).
EQUACIONS CARTESIANES

» Equacio cartesiana de la recta de R3 que passa per
P = (p1,po,p3) i té vector director u = (u1,un,u3):

rang (£~ P1 Y —P2 Z2-D3)
uq Uo U3 '

Equival a triar dues equacions independents de les tres seguents:

dot (ffc—m y—p2> — 0 det (fc—m z—p3> —0

ul u u1 u3

dot <y—p2 z—p3> _ 5
un u3

» Equacio cartesiana de la recta de R3 que passa per

P = (p1,p2,p3) I Q@ = (91,92,93):
com el cas anterioramb u=Q — P = (q1 — p1,92 — P2, 93 — P3).
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3. PROBLEMES METRICS

Producte escalar

Norma

Distancia

Angles

Bases ortonormals

Projeccio ortogonal
Orientacio

Producte vectorial

Problemes metrics a R? i a R3
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3. PROBLEMES METRICS (I).
PRODUCTE ESCALAR

e Un producte escalar a un R-espai vectorial V és una forma
bilineal simeétrica definida positiva:

aplicacio - : VxV — R tal que YVu,v,w eV, VX € R,
(u,v) — wu-v

(u+v) w=u-w+v- - w
(Au) v = A(u-v)

u-(v4+w)=u-v4+u-w

w- (Av) = A(u-v) (bilineal)
U-v=0-u (simétrica)
u-u>0

vwu=0<u=0 (definida positiva, no degenerada)
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3. PROBLEMES METRICS (II).
PRODUCTE ESCALAR

> Exemple: x = (z1,...,2n),y = (y1,...,yn) € R?,
-y =2x1Y1 + -+ TnYn.

> Notacions: u-v, (u,v), < u,v >, (ulv), ...

—

» - producte escalar a V:>Vu€V,6>-u=u- 0 =0.

» Desigualtat de Schwarz. Si - és un producte escalar a I'espai
vectorial V, Vu,v € V, (u-v)2 < (u-u)(v-v)
A més, val la igualtat < els vectors u,v son lin. dependents.

> Formulacio equivalent: |u-v| < u-uyv-v
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3. PROBLEMES METRICS (III). NORMA

e Una norma a un espai vectorial real V és una aplicacio
||| : VvV — Rt tal que Vu,v €V, VA €R,

u — |l

R

1. |[u| =0 u=0
2. [Aull = Al [lu]

3. [Jlu+ v|| < ||lul| 4+ ||v]| (desigualtat triangular)

> Exemples. Les aplicacions segients son normes a R":
T :\/517%4“”4'337%
rlly = |z1| + -+ |zn|

Z|lco = Mmax{|z1|,...,|zn|}
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3. PROBLEMES METRICS (IV). NORMA
Si || || és una norma a |'espai vectorial V,
e VVector unitari: vector u € V tal que ||u|| = 1.

: — u o
» SiueV, uzxr 0, n €s un vector unitari i els vectors
u

(7 .
u, W son linealment dependents.
u

> Vu,v eV, | flul] = [[v]] | < [lu =]

28



3. PROBLEMES METRICS (V). NORMA

e Si - és un producte escalar definit a I'espai vectorial V,

'aplicacié || || : V — RT
u — lull =+Vu-u

és una norma a V (norma derivada del producte escalar -)

> Exemple. La norma derivada del producte escalar usual de
< _ 2 2
R™ és la norma usual ||(z1,...,zn)|| = \/:1;1 + -4 x5

» Hi ha normes que no deriven de cap producte escalar.
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3. PROBLEMES METRICS (VI). DISTANCIA

e Una distancia a un conjunt E és una aplicacio
d : ExE — RT , tal que Vz,y,z € E:
(z,y) — d(z,y)
1. d(z,y) =0 x=y
. d(z,y) = d(y,x)
3. d(w,z) < d(z,y) + d(y, 2)

N

» Si|| || €s una norma a I'espai vectorial V, I'aplicacio d(u,v) =
|v — ul| defineix una distancia a V.

» Si || || és una norma a R, I'aplicacié d(P,Q) = ||PQ|| és una
distancia a l'espai afi R".
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3. PROBLEMES METRICS (VII). ANGLES

e Si - és un producte escalar a espai vectorial V i || || la
norma derivada del producte escalar, |'angle determinat pels
vectors no nuls u,v € V és el valor unic a € [0,w] tal que

u-v
COS o =

[l [l

> Esta ben definit ja que per la desigualtat de Schwarz,
Vu,v €V, ju-v| <Vu-uy/v-v=l|ulllv|]| = —1< m <1

e Dos vectors u,v € V son ortogonals si u-v = 0, és a dir, si
a = m/2. Notacio: ulw.
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3. PROBLEMES METRICS (VIII). ANGLES

» Si u,v € V sOn ortogonals, llavors Au, uv sOn ortogonals per
a qualssevol A, u € R.

» [ot conjunt de vectors no nuls i ortogonals dos a dos és
linealment independent.

> (—b,a) és un vector ortogonal a (a,b) € R?
> (—b,a,0) és un vector ortogonal a (a,b,c) € R3
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3. PROBLEMES METRICS (IX).
BASES ORTONORMALS

e Si - és un producte escalar a I'espai vectorial V de dimensio n,
una base {uq,...,un} €s ortonormal si els vectors son unitaris
| ortogonals dos a dos:

u;-u; =1, Vie {1,...,n}

u;-u; =0, Sl i7# g

. . 1, sii=yj,
> Notacio. Es defineix 9;; = o ‘7 :
O, si?#7j.

Llavors la base {uq,...,un} €s ortonormal si u; - u; = 9;;.

> Exemple.
La base canodnica (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1) de
R™ és ortonormal amb el producte escalar usual.

33



3. PROBLEMES METRICS (X).
BASES ORTONORMALS

Si - és un producte escalar a un espai vectorial V, B ={u1,...,un}
és una base ortonormal de V, i els vectors x,y tenen compo-
nents r = (z1,...,2n), y = (y1,...,yn) respecte a B,

» EXpressio del producte escalar:
Ty =x1Y1 + 0+ TnYn = DI q TiYi

» EXxpressio de la norma derivada del producte escalar:

ol = va -z = /a3 + - + a3

» EXxpressio de I'angle determinat per dos vectors:
Z@n:l LiYq

\/Z?zl %‘2\/2?’:1 %2

angle(x,y) = arccos

» Components d'un vector qualsevol:
r =371 1(u; - @)y,
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3. PROBLEMES METRICS (XI).
BASES ORTONORMALS

e A és una matriu ortogonal si AAT = I o, equivalentment,
A1l = AT,

» Si B={u1,...,un}t, B'={u),...,u},} son bases ortonormals
d'un espai vectorial real V, llavors |la matriu A de canvi de base
que conté els components dels vectors de B’ respecte a B és
ortogonal (és a dir A=1 = AT).
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3. PROBLEMES METRICS (XII).
BASES ORTONORMALS

» Si {e1,...,en} SON vectors no nuls i ortogonals dos a dos
d'un espai vectorial V de dimensio n, llavors {Hz—iH’ e HE”H} és
n

base ortonormal de V.

» Si v = (a,b) és un vector no nul de R?, considerem els

vectors
u|p = (aab) Uy = (_baa)
Va2+b2’ Va2 4b?
Llavors {ui,un} €s una base ortonormal de l|'espai vectorial
R2 amb el producte escalar usual tal que els vectors v, u1 son

linealment dependents.
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3. PROBLEMES METRICS (XIII).
BASES ORTONORMALS

e Sistema de coordenades rectangular de |'espai afi R™: siste-
ma de coordenades S = (O, B) tal que B és una base ortonor-
mal de R"™.

» Distancia entre dos punts. Si S = (O,{u1,...un}) €s un
sistema de coordenades rectangular de R™ i P,QQ € R"™ amb
coordenades P = (p1,...,pn), @ = (q1,...,qn) respecte a S,

d(P,Q) = ||IPQ| = [IQ — P|| = J > (g —pi)?
i=1

» Si els sistemes de coordenades S = (O, B), S’ = (O, B") s6n

rectangulars, llavors I'equacio del canvi de coordenades és:
X=AX"4+W, X' =AT(X — W) =ATX — ATw

on W son les coordenades de O’ respecte a S i A és la matriu

de canvi de base.
37



3. PROBLEMES METRICS (XIV).
PROJECCIO ORTOGONAL

Si F és subespai de V,

e Vector ortogonal a F. x € V tal que xlu, Yu € F'.
Notacio: ulF

» Si {e1,...e,} és una base de F:
ulF < ule;, Vie{l,...k}

e Projeccio ortogonal d'un vector x € V sobre F':

y el
r(x) =y €V tal que
prp(z) =y q {(x_yﬂF
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3. PROBLEMES METRICS (XV).
PROJECCIO ORTOGONAL

» Calcul de la projeccio ortogonal.
(1) Directament: imposar les condicions de la definicio
- -Uu

Cas particular: dimF =1. Si F = (u), prp(z) = —u
u-u

Cas particular: dimF =2. Si F = (u,v), prp(z) =au—+ v

_ (z-u)(v-v) —(z-v)(u-v)
(v -u)(v-v) = (u-v)(u-v)

:(uu)(va:)—(uv)(ux)
(u-u)(w-v) = (u-v)(u-v)

(2) Si {u1,...,u}t €s una base ortonormal de F"

k
pre(z) = ) (z-uy)y
i=1

on. o

5
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3. PROBLEMES METRICS (XVI).
PROJECCIO ORTOGONAL

» Si v, w sOn vectors linealment independents i no nuls de R"
. U = Py (V) w
considerem els vectors u; = , U = —.
lv = pr ) ()] [[w]]
Llavors {u1,us} €s una base ortonormal de (v, w) tal que w,uy

son linealment dependents.

> Per calcular la projeccidé ortogonal d'un vector sobre un
subespai F' = (v, w) de dimensidé 2 amb el metode (2), podem
aplicar el resultat anterior per calcular una base {uq,up} or-
tonormal de F'. Llavors, la projeccio ortogonal d'un vector x
sobre F és prp(xz) = (x-u1)uiy + (- un) un
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3. PROBLEMES METRICS (XVII).
ORIENTACIO

e Dues bases B, B’ de R™ tenen la mateixa orientacio si el
determinant de la matriu de canvi de base (components dels
vectors de B’ respecte a B per columnes) és positiu

e Per conveni, direm que les bases {el,e2} de R? i {el,e2,e3}
de R3 de la figura tenen orientacid positiva o directa. Les
bases que no tenen la mateixa orientacid que aquestes direm
que tenen orientacid negativa o inversa.

e3
ez 92

el
el
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3. PROBLEMES METRICS (XVIII).
ORIENTACIO

» Una base {uj,us} de R? té orientacié positiva si la rotacio
d'angle a < m que fa coincidir la direccio i sentit del vector uq
amb la del vector us, és en sentit antihorari.

» Una base {u,un,u3} de R3 té orientacio positiva si segueix
la llei del llevataps.
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3. PROBLEMES METRICS (XIX).
PRODUCTE VECTORIAL

e El producte vectorial de R3 és I'aplicacio A: R3xR3 — RS
(u,v) — uwuAw

definida per u A v = (upv3 — U3V, U3V — ULV3, ULVD — UDV]) =

= (det(w,v,(1,0,0)),det(u,v,(0,1,0)),det(u,v,(0,0,1))).

> Calcul. Els components de u A v soOn els coeficients de 1, 7, k
r 7k

a l'expressio det | u; uo w3
v1 VU2 U3

» Fixats u,v € R3 el producte vectorial u A v és I'UGnic vector
de R3 tal que VYw € R3, det(u,v,w) = (uAv) - w
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3. PROBLEMES METRICS (XX).
PRODUCTE VECTORIAL
> Vu,v,w € R3, YA R

—

1. uAhv=—-vAu, uAu=20

2. M) Av=AuAv) =uA (M)
(ut+v)ANw=uAw+vAw
uN(v4+w)=uAv+uAw

ﬁ
3. uAv= 0 & u,v sOn linealment dependents

4. ul(uAnv), vL(uAv)
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3. PROBLEMES METRICS (XXI).
PRODUCTE VECTORIAL

5. El producte vectorial no és associatiu. Contraexemple: Si
U — (17 070)7U — (Oa 1,0),10 — (17 17 1)1 (U/\U)/\w — (_17 17 O) #
(0,1,0) =u A (v Aw)

6. |lunof?=[ull®|v]]* - (u-v)?
|lu A v|| = ||u]| [|v]||sina, on a = angle(u,v)

7. u,v linealment independents = {u,v,u Av} és una base de
R3 d’orientacié positiva

8. u,v ortogonals i unitaris = {u,v,uAv} é€s una base ortonor-
mal de R3 d’orientacié positiva
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3. PROBLEMES METRICS (XXII).
PROBLEMES METRICS A R?jaR3

e VVector normal a un pla: vector ortogonal a tots els vectors
directors del pla

e Angles.

Angle entre dues rectes: angle entre O i /2 determinat per
vectors directors de les rectes

Angle entre dos plans: angle entre 0 i w/2 determinat per
vectors normals als plans

Angle entre recta i pla: complementari de |'angle entre O i
w/2 determinat per un vector director de la recta i un vector
normal al pla
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3. PROBLEMES METRICS (XXIII).
PROBLEMES METRICS A R?jaR3

e Paral.lelisme: I'angle que formen les varietats lineals és O.

Rectes paral.leles: tenen el vectors directors proporcionals
Plans paral.lels: tenen vectors normals proporcionals

Recta i pla paral.lels: el vector director de la recta és combina-
cio lineal dels vectors directors del pla (o bé el vector director
de la recta és ortogonal al vector normal al pla).
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3. PROBLEMES METRICS (XXIV).
PROBLEMES METRICS A R?jaR3

e Perpendicularitat: I'angle que formen les varietats lineals és
/2.

Rectes perpendiculars: els vectors directors de les dues rectes

son ortogonals

Plans perpendiculars: els vectors normals dels plans son orto-
gonals

Recta perpendicular al pla: el vector director de la recta és
normal al pla
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3. PROBLEMES METRICS (XXV).
PROBLEMES METRICS A R3

Equacio d'un pla # de R3: az +by+cz+d=0
Notacio: u = (a,b,c), X = (x,vy, 2)

» L’equacio de w es pot escriure u- X +d =0

» u s un vector normal al pla (ortogonal a tots els vectors
—
directors del pla): VP,Q € w, ulPQ

» |L'equacio del pla que passa per P i té vector normal u és
u- (X —-—P)=0
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3. PROBLEMES METRICS (XVI).
PROBLEMES METRICS A R3

P punt

mpla: ar+by+cz+d=0
u=(a,b,c), X =(x,y,2) => u-X+d=0
@) punt de m; v,w vectors directors de «

» Recta que passa per P perpendicular a
r. X=P+Xu, AeER
» Projeccid ortogonal del punt P sobre sobre el pla
u-P-+d —
P,:TDW:P—( -y )u=Q+Dr<v,w>(QP)
» Distancia del punt P al pla :
E—
d(P,m) = ||[PP'|| =

lu - P+ d|

[l
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3. PROBLEMES METRICS (XXVII).
PROBLEMES METRICS A R3

P punt
r recta que passa per Q i vector director v: X = Q-+ v, € R

» Pla que passa per P perpendicular a r:
7. (X—-—P)-v=0
» Projeccid ortogonal de P sobre r:
—_—
v-QP —
) v=Q + pry(QP)

V-V
» Distancia del punt P a la recta r:

PP=rnmr=Q+

— — p_> 2
a(P,r) =[PP = | PG - 02

—
(v A QP

[v]]

d(P,r) = |
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3. PROBLEMES METRICS (XXVIII).
PROBLEMES METRICS A R3

r recta per A i vector director v: X = A+ X, e R
S recta per B i vector director w: X = B+ pw, pu € R

» Distancia entre r i s:

Si v,w sOn |. independents, d(r,s) =

|AB A v

o]l

Si v,w son |. dependents, d(r,s) =d(r,B) =
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4. APLICACIONS LINEALS

Aplicacio lineal

Matriu associada a una aplicacio lineal
Exemples

Imatge d'una aplicacio lineal
Aplicacions lineals injectives
Operacions

Canvis de base
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4. APLICACIONS LINEALS (I)

e Si E, F' sOn espais vectorials reals, una aplicacio f : £ — F
és lineal si:

Vu,v € E, f(u+v) = f(u) + f(v)

Vu € E, VA e R, f(Au) = Af(u).

e Endomorfisme: aplicacio lineal f . E — FE

» Si f: . — F és una aplicacio lineal,
— —
f(Og)=0pF
Vu € B, f(—u) = —f(u)
Si V és subespai de FE, llavors f(V) és subespai de F
Si W és subespai de F, llavors f~1(W) és subespai de E
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4. APLICACIONS LINEALS (II)

» Si f: E— F és una aplicacio lineal, B ={e1,...,en} €S una

base de F i v € E té components (aq,...,an) respecte a B,
k

f) =) a;f(e)

1=1

» Si {u1,...,ur} sOn vectors linealment independents de F i
{v1,...,v} SONn vectors qualssevol de F', existeix una aplicacio
lineal f: E — F tal que f(uy) =wvq,..., f(u) = vg.

A meés, aquesta aplicacio f és unica si, i només si, k =dimE
(és a dir, si {u1,...,u} €s una base de FE).
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4. APLICACIONS LINEALS (III).
MATRIU ASSOCIADA

e Si f.: E— F és aplicacio lineal, dmE =n, dmF = m,
B ={ei,...,en} base de E, B = {v1,...,vm} base de F,
fle1) = ai11v1 +asivo + -+ apm19m,
f(e2) = a1ov1 + agovo + -+ - + amovm,

f(€n> = a1pv1 + a2pv2 + - + amnVm,
la matriu associada a f en les bases Bp, B és:

a,]_]_ a/12 . . CL]_n
M — CL2]_ a/22 .. .. CLQn

(M = components de les imatges dels vectors de By respecte
a Bp per columnes)

> Si f: E— E és un endomorfisme, normalment s'utilitza la
mateixa base Bgr a l'espai de sortida i d'arribada per calcular
la matriu associada a f.
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4. APLICACIONS LINEALS (IV).
MATRIU ASSOCIADA

» f . FE — F aplicacio lineal,
Bp ={eq1,...,en} base de E, Bp = {v1,...,vm} base de F,

M matriu associada a f en les bases Bg, Bp,
x1

X = x:Q components de u € E respecte a By,
aj.n

Y1
Y = y:2 components de f(u) € F respecte a By,

Ym

= MX =Y
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4. APLICACIONS LINEALS (V). EXEMPLES

Endomorfismes f . E — E, dmFE = n.

> Identitat: I(u) = u, Yu € F.

LLa matriu associada és M = [,, en qualsevol base de E.
> Homoteécia: f(u) = Au, Yu € FE.

La matriu associada és M = A\I,, en qualsevol base de F

> Canvi d’escala: si {eq1,...,en} €s una base de F, f(e;) = \e;.
La matriu associada en la base {eq,...,en} és la matriu
diagonal

A1 O 0
V= 0 X O
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4. APLICACIONS LINEALS (VI). EXEMPLES

Endomorfismes de R2. Si M és la matriu associada en la base
canonica:

> Rotacio d'angle a: M = (COSO‘ _5'”04>

Sina COS«

> Simetria respecte a la direccio (1,0): M = (é _Ol>

Endomorfismes de R3. Si M és la matriu associada en la base

canonica:
COSsa —Sina O

> Rotacio d'angle a resp. ((0,0,1)): M = | sina cosa O
O 0 1
1 0 O
> Simetria resp. ((1,0,0),(0,1,0)): M =0 1 O
O 0 -1
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4. APLICACIONS LINEALS (VII). IMATGE
Si f: E— F és una aplicacio lineal,

e Imatge de f: Imf = f(F) ={f(u) |u € E}

» Imf és un subespai vectorial de F

e Rang de f: rangf =dimImf

» Si M és la matriu associada a f en bases Bp de FE i Bp de
F, llavors rangf = dimImf = rangM
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4. APLICACIONS LINEALS (VIII).
APLICACIONS INJECTIVES

Si f.: E— F és una aplicacio lineal,

» f és injectiva = f transforma vectors de E linealment inde-
pendents en vectors de F' linealment independents

» f és injectiva < rangf =dim&FE

» SidimE=dmF =ni M és una matriu associada a f,

f és injectiva & f és exhaustiva & f és bijectiva <

< rangf =n < detM £ 0

> Cas particular. Si f és un endomorfisme, val la propietat
anterior.
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4. APLICACIONS LINEALS (IX). OPERACIONS

E, F, G espais vectorials reals de dimensio finita,
Br, Bp, Bg bases de E, F, G respectivament
f,g: E— F, h . FF— G aplicacions lineals

My matriu assocCiada a f en les bases Bp, Bp
Mgy matriu associada a g en les bases Bp, Bp
M;, matriu associada a h en les bases Bp, Bg

» f+g: E — F és una aplicacio lineal i la matriu associada
a f+g en les bases Bg, Bp €s My + My

» \f . F — F, A € R, és una aplicacio lineal i la matriu
associada a Af en les bases Bg, Bp €s AMy

» hof . E — G és una aplicacio lineal i la matriu associada
a hof en les bases Bg, Bg €s My, My

» Si f és bijectiva, f~1: F — E és aplicacié lineal i la matriu
associada a f~! en les bases By, By és Mf_1
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4. APLICACIONS LINEALS (X). CANVIS DE BASE

» E, F' espais vectorials reals de dimensio finita,

f . E — F aplicacio lineal

Bg, B}, bases de E; Bp, B}, bases de F

M matriu associada a f en les bases Bg, Bp

M’ matriu associada a f en les bases B, By

P matriu de canvi de base a E:. columnes de P=
components dels vectors de B’E respecte a Bg

(Q matriu de canvi de base a F': columnes de Q=
components dels vectors de B% respecte a Bp

Llavors M/ = Q- 1MmP
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4. APLICACIONS LINEALS (XI). CANVIS DE BASE

» Cas particular: f: E — E endomorfisme, dim E = n.
B, B’ bases de E
M matriu associada a f en la base B: columnes de M=
components de les imatges dels vectors de B respecte a B
M’ matriu associada a f en la base B’: columnes de M'=
components de les imatges dels vectors de B’ respecte a B’
P matriu de canvi de base: columnes de P=
components dels vectors de B’ respecte a B

Llavors M = P~ 1M P
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4. AFINITATS A R”"

Afinitats

Matriu ampliada associada a una afinitat

Exemples

Composicio d'afinitats

Afinitat bijectives

Desplacaments

Desplacaments 2D i 3D

Matriu ampliada dels desplacaments elementals 2D i 3D
Matriu ampliada d'altres afinitats 2D i 3D
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5. AFINITATS A R” (I)

e Afinitat a R™: aplicacio f : R™ — R" tal que fixat un sistema
de coordenades S de R"™ esta definida per

f(X)=AX+W

on:

A és una matriu n X n

W és un vector columna n x 1

X sOn les coordenades d’'un punt P respecte a S
f(X) son les coordenades de f(P) respecte a S

> W és el vector translacio de |'afinitat
> A determina la part lineal de |'afinitat.
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5. AFINITATS A R" (II). MATRIU AMPLIADA

e Matriu ampliada associada a una afinitat. Si f(X) = AX4+W
en el sistema de coordenades S, llavors

A %74
Maw =
O ... 0|1
de forma que
X X A %% X
G oM NV _

1 1 O ... 0|1 1
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5. AFINITATS A R"™ (III). EXEMPLES

e Identitat, I.
L'aplicacio identitat I(X) = X, VX € R", és I'afinitat tal que
A=1,i W =0. Es a dir, la matriu ampliada és In41.

e Translacio de vector W, Ty, .
Afinitat tal que A=1,: Tyw(X) =X+ W, VX € R"

> Matriu ampliada: In W

O ... 0|1

> La identitat és la translacio de vector 6
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5. AFINITATS A R" (IV). EXEMPLES

e Canvi d’escala Egl’AQ"“”\” respecte a O i eixos determinats
per eq,...,en. Afinitat tal que en el sistema de coordenades

S =(0,{e1,...,en}), W=01i A és diagonal:

Eg17>‘27---7>\n(x1’ tee 73377/) — (Alxla )‘23327 Ty Anxn)
(A O ... 0]0)
O X ... 00
> Matriu ampliada: = I
O O ... |0
\ 0 0 ... 01
> Si A1 =X =.-- = Ay = A S"anomena homotécia de rad A\ i

la denotarem Hg‘)
> La identitat és una homoteécia de rado 1
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5. AFINITATS A R" (V). EXEMPLES

e Projeccio paral.lela a R3. La projeccio sobre el pla z = 0
paral.lela a u = (u1,up,u3), uz 7= 0, fa correspondre al punt X
la interseccio del pla z =0 amb la recta que passa per X i té
vector director u.

1 0 —uy/uz|0

. . | 01 —us/uz |0

> Matriu ampliada: 0 0 0 0
OO0 0 1

70



5. AFINITATS A R” (VI). COMPOSICIO
» f,g afinitats = go f afinitat

» La composicio d'afinitats no és en general commutativa
> Exemple. HgoT( gy # T(10y0 Hy a R?

» Si M és la matriu ampliada de f i N és |la matriu ampliada

de g en un sistema de coordenades S = NM és la matriu
ampliada de go f en el sistema de coordenades S

> f(X)=AX+W, g(X) =BX+V =
= (go /)(X) = (BA)X + (BW + V)
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5. AFINITATS A R" (VII). AFINITATS BIJECTIVES
» Si f: R"™ — R"™ és una afinitat definida per f(X) = AX 4+ W
en un sistema de coordenades S,

J €s bijectiva & detA =0 detMyw =0

> En aquest cas, f~1 és una afinitat i la matriu ampliada
associada a f_1 en el sistema de coordenades S és

1 A1 —A 1w

O ... O 1
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5. AFINITATS A R" (VIII). AFINITATS BIJECTIVES

Exemples

» Les translacions Ty, son afinitats bijectives i la inversa és
—1 .
La composicio de translacions és una translacio:
TU O TW == TU—|—W
H ! >\17>\27---)\TL < .. . .

» Un canvi d'escala E, és bijectiu & Vi, \; 70

1 1 1
e : B PPED VLMD vy
En aquest cas I'afinitat inversa és E5t ™2 "
» La projeccio paral.lela a R3 de vector u sobre z = 0 és una

afinitat no bijectiva
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5. AFINITATS A R" (IX). PROPIETATS

» Si Pi, P>, P3 sOn punts no alineats i Q1,Q>2,Q3 sOn punts
qualssevol de RQ, existeix una afinitat f : R2 — R? tal que
f(P)=Q; perai=1,2,3.

» Si P, P>, P3, P4 sOn punts no coplanaris i Q1,Q2,Q3, Q4 SON
punts qualssevol de R3, existeix una afinitat f : R3 — R3 tal
que f(P;) =Q;, perai=1,2,3,4.

» Les afinitats transformen una recta en una recta o un punt
» Les afinitats transformen un pla en un pla, recta o punt
» Les afinitats transformen segments en segments

» En general, les afinitats no conserven distancies: si f és una
afinitat, en general NO es compleix d(P,Q) = d(f(P), f(Q))
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5. AFINITATS A R" (X). DESPLACAMENTS

e Desplacament: afinitat que conserva distancies, és a dir,
afinitat f : R® — R"™ tal que per a tot P,Q € R", d(P,Q) =
d(f(P), f(Q))

» Si f és una afinitat tal que f(X) = AX + W en un sistema
de coordenades rectangular, llavors
f és un desplacament < A és ortogonal (AT = A~ 1)
» f desplacament = det A= +11i f és bijectiva
> Exemples. Les translacions son desplacaments. Un canvi

d'escala no és un desplacament, llevat que sigui la identitat.
LLa projeccio paral.lela a R3 no és desplacament.
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5. AFINITATS A R" (XI). DESPLACAMENTS 2D I 3D

» Desplacaments 2D. Composicio de:
Identitat
Translacions
Rotacions respecte a un centre (punt)
Simetries axials

» Desplacaments 3D. Composicio de:
Identitat
Translacions
Rotacions respecte a un eix
Simetries especulars
Simetries centrals
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5. AFINITATS A R" (XII). MATRIU AMPLIADA DELS
DESPLACAMENTS ELEMENTALS 2D

Translacio de vector Rotacio d'angle «
W = (wq,ws), Ty : resp. a l'origen, RJ :
1 0wy cosa —sina |0
O 1| |wo Sinaa cosa |0
O 0| 1 0 0 1
Simetria respecte Simetria respecte
al'eix OX, Spox : a l'eix OY, Soy
1 0 |0 —1 0|0
O —-11/0 O 1|0
O O |1 O 0|1
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5. AFINITATS A R" (XIII). MATRIU AMPLIADA DELS
DESPLACAMENTS ELEMENTALS 3D

Translacio de vector Rotacio d'angle «
W = (wl,wg,w3), Ty - I eix OX, RaOX :
1 0 O|wy 1 0 0 0

O 1 O|wo O cosa —sina |0

O 0 1|ws O sina cosa |0

O 0 0|1 0 0 0 1
Rotacio d'angle « Rotacio d'angle «

I eix OY, Rgy - I eix OZ, R4, :
cosa O sina |0 cCosa —Sina 010
0 1 0 0 Sinae cosa 0|0
—Sina 0 cosa |0 0 O 1,0
0 0 0 1 0 0 01
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5. AFINITATS A R" (XIV). MATRIU AMPLIADA DELS
DESPLACAMENTS ELEMENTALS 3D

Simetria especular resp. Simetria especular resp.
al pla XY(Z: O), Sxy - al pla XZ(y: O), Sxz7
1 O 0 |0 1 0 0|0
O1 0 |0 O —1 010
O 0O —-1]0 O 0 1|0
O 0O 0|1 O 0O O0O]1
Simetria especular resp. Simetria central resp.
alplaYZ(x=0), Syy : a l'origen, Sp

—1 0 0|0 -1 O O |0
O 1 0|0 O —-1 0 |0
O 010 0 O —-11|0
O O 01 0 0 0O |1
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5. AFINITATS A R" (XV). MATRIU AMPLIADA D’AL-
TRES AFINITATS 2D i 3D

» Matriu ampliada d’'una afinitat f qualsevol de R™. Escrivim
I’afinitat com a composicio d’'afinitats elementals de les quals
coneixem la matriu ampliada. Llavors la matriu ampliada de
f és el producte de matrius ampliades.

Afinitats elementals 2D:
translacions
canvis d’'escala/homoteécies respecte a |'origen
rotacions respecte a l'origen
simetries axials respecte als eixos de coordenades
Afinitats elementals 3D:
translacions
canvis d'escala/homoteécies respecte a |'origen
rotacions respecte als eixos de coordenades
simetries especulars respecte als plans de coordenades
simetria central respecte a l'origen
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5. AFINITATS A R" (XVI). MATRIU AMPLIADA D’AL-
TRES AFINITATS 2D i 3D

Exemples

> Rotacio de centre C i angle a (a R?):

%:TCOR%OT_C

> Homotécia de raé ) respecte al punt P (a R? o R3):

H%zTPOHC)\)OT_P

> Simetria axial d'eix e que passa pel punt P i forma un angle
a amb I'eix OX (a R2):

Se=TpoR}oSoxoRy, " oT_p
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A. REPAS

Transformacions elementals de matrius
Rang d'un matriu

Base i dimensid de subespais vectorials
Sistemes d’equacions lineals

Inversa d’'una matriu

Determinants

Rang per menors. Inversa per adjunts
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A. TRANSFORMACIONS ELEMENTALS DE MATRIUS
(D

CL]_]_ &12 e e a,ln
e Matriu m x n sobre R: | "2t ©22 = 2n ) a;; €R

> M(m,n,R): conjunt de matrius m x n sobre R
> M(n,R): conjunt de matrius n x n sobre R

e Matriu nul.la, O: matriu tal que tots els elements son O.

1 0 ... O
o : 101 ... O

e Matriu identitat, In: | © = | € M(mR)
O 0 ... 1
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A. TRANSFORMACIONS ELEMENTALS DE MATRIUS
(I1)

e Matriu esglaonada per files: les files nul.les estan al final, i
el primer element # 0 d'una fila no nul.la esta més a la dreta
que el de |la fila anterior.

e Matriu transposada de A, AL: I'element de la fila i i columna
j de ATl és I'element de la fila j i columna i de A. Es a dir,
les files de AL sén les columnes de A.
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A. TRANSFORMACIONS ELEMENTALS DE MATRIUS
(111)

e ransformacions elementals per files d'una matriu:
(1) Permutar dues files
(2) Multiplicar una fila per un escalar diferent de zero
(3) Sumar a una fila una altra fila multiplicada per un escalar

e Dues matrius son equivalents per files si una es pot obtenir
de I'altra amb successives transformacions elementals per files.

e Analogament es defineixen les transformacions elementals
per columnes i matrius equivalents per columnes.

» Les dimensions d’'una matriu no canvien al fer transforma-
cions elementals.
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A. TRANSFORMACIONS ELEMENTALS DE MATRIUS
(IV)

» Una matriu A € M(m,n,R) es equivalent per files a una
matriu esglaonada per files.

» Una matriu A € M(m,n,R) es équivalent amb transforma-
cions elementals per files i permutant columnes a una matriu

I, | N
< :
de la forma ( O\O ),k_m,n
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A. RANG D'UNA MATRIU

> Si A e M(m,n,R), podem considerar les files de A com a
vectors de R"™ i les columnes de A com a vectors de R™,

e Rang d'una matriu A € M(m,n,R): és la dimensid del subes-
pai vectorial de R™ generat pels vectors fila de A, que coin-
cideix amb la dimensio del subespai vectorial de R™ generat
pels vectors columna de A.

» Si una matriu B s'obté amb transformacions elementals
successives de A, llavors rangA = rangB.

» El rang d’'una matriu esglaonada per files és el nombre de
files no nul.les.
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A. BASE I DIMENSIO DE SUBESPAIS VECTORIALS

» Si la matriu B s’'obté amb transformacions elementals per
files de la matriu A, el subespai generat pels vectors fila de A
és el mateix que el subespai generat pels vectors fila de B.

» {v1,...,v} C R™ son linealment independents si el rang de
la matriu que s’'obté escrivint els components dels vectors per
files és k.

» w €s combinacio lineal de {vq,...,v} C R™ si el rang de
la matriu que s'obté escrivint els components dels vectors
{v1,...,v} per files coincideix amb el rang de la matriu que
s'obté escrivint els components dels vectors {vq,..., v, w} per
files.
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A. SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS (I)

T b1
¢SiAcM(m,nR), X=|"2| B= b? € M(m,1,R),

T bm
llavors AX = B és un sistema d’'equacions lineals amb m equa-
cions i n incognites, x1,...,xzn. A €s la matriu de coeficients i

(A|B) la matriu ampliada associada al sistema. Si B = O, el
sistema és homogeni.

» Les solucions d'un sistema d'equacions lineals no varien Si
(1) Permutem dues equacions

(2) Multipliqguem una equacio per un escalar diferent de 0
(3) A una equacio li sumem una altra equacié multiplicada per
un escalar
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A. SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS (II)

» Si (A|B) i (A/|B") s6n matrius equivalents per files, els siste-
mes d’'equacions que representen tenen les mateixes solucions.

» La matriu (A|B) es €quivalent per files i, si cal, permutant

[ \
I, | N

columnes a una matriu de la forma | C

\ 0 /
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A. SISTEMES D’EQUACIONS LINEALS (III)

» El sistema d’'equacions associat a la matriu | C

O )
te solucio si, i nomes si, ¢x41 = -+ = ¢m = 0, 1 llavors la so-
lucido vé donada en funcidé de n — k parametres: si no hem
permutat columnes, podem expressar xzi,...,x; en funcio de

Lh415--rTn-

» El sistema AX = B té solucio < rangA = rang(A|B).
En aquest cas, la solucié és unica < rangA = rang(A|B) = n.

» Un sistema homogeni sempre té la solucio trivial (O,...,0).
El sistema homogeni AX = 0 té solucio no trivial < rangA < n.
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A. CALCUL DE LA INVERSA D'UNA MATRIU

e Una matriu A € M(n,R) és invertible si existeix una matriu
Al e M(n,R) tal que AA~1 = A-1A=1,. La matriu A~ 1 és
la inversa de A.

» Una matriu A € M(n,R) és invertible & rangA =n

» Si una matriu A € M(n,R) és invertible, la matriu < A \ In )
és equivalent per files a la matriu ( In | A71 )
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A. DETERMINANTS (I)

e Determinant d'una matriu A € M(n,R).
Sin=1: det(a) =a

. a a
Sin=2: det ( 11 12) = ai11a22 —ai12a21

a1 anp
Sin=3:
a1 aip ai13
det | ap1 app as3 | = aj1i1ap2a33 + ajpan3zasz] + a13a21a32
a3l a32 a33 — Q11023032 — A12021G33 — 413022031

En general, si n > 2, definim recursivament:

n
fixada una fila k, 1 <k <n: detA= > ay;Ag;
j=1
n
fixada una columna k, 1 <k <n: detA= > a; A
i=1
on A;; €s I'adjunt de I'element de la fila ¢ i columna j:
A;; = (—=1)"*J x (determinant de la matriu que resulta al
suprimir la fila 7 i la columna j de A)
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A. DETERMINANTS (II)

> Si uqy,...,un SON vectors de R™, (ui,uo,...,un) representa
la matriu m X n tal que els vectors columna soén uy,...,un.

» Propietats dels determinants.

det(ui,...,a-uj...,up) = adet(uy,...,u;. .., up)
det(ul,...,ﬁ,...,un)ZO
det(uy,...,un) =0, si u; = u; per a algun i £ j
det(uq,...,un) =0, Si u; = a-u; per a algun i #j, a € R
det(uy,...,un) = 0, si u; €é&s combinacio lineal de {u;|j # i}
det(uy,...,u;4v;,...,up) = det(uy,...,u;, ..., up)+det(uy, ..., v;, ...
det(uy, ..., s ., Uj ..., up) = —det(uy, ..., uj, ..., uj. .., Un)
det(ui,...,u;, ..., up) = det(uq,...,u; + Zakuk,...,un)

ki

det AT = det A
det AB=det AdetB, detA~1 =1/detA

» Les propietats anteriors son valides també per files.
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A. RANG PER MENORS. INVERSA PER ADJUNTS

e Menor d’ordre r d'una matriu A € M(m,n,R): determinant
d’'una matriu r xr formada pels elements de r files i r columnes
de A.

» rangA = k & existeix algun menor d'ordre k de A no nul i
tot menor d'ordre > k és nul.

» Si Ae M(n,R), rangA=n<detA+#0

» Ac M(n,R) és invertible & detA# 0

1
AN
detA( i7)
és a dir, I'element de la fila i i columna j de la matriu (A4;;)
es I'adjunt A;; de I'element de la fila « i columna j de A.

» Si Aec M(n,R) és invertible, llavors A=1 =
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