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1. L’ANELL DELS ENTERS (I)
o Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},; operacions: +,-

o (A,+,-) és anell commutatiu unitari si +,- s6n operacions
binaries internes al conjunt A tals que:
Propietats de (A, +):

associativa

commutativa

existeix e. neutre, 0 € A: Vae A, a+0=a

tot element té simetric: Vae€ A,3a’' € A,a+ad =0
Propietats de (A, -):

associativa

distributiva respecte la suma

commutativa (anell commutatiu)

existeix e. neutre, 1 € A: Va€e A,1-a=a-1 =a (a. unitari)

» (Z,4,-) és un anell commutatiu unitari



1. L’ANELL DELS ENTERS (II)
» Si (A,4+,-) ésanell, Vaec A, a-0=0-a=0

e Si (A,+,-) és anell unitari, a € A és invertible si existeix
a € Atal que a-a’ = o’ -a = 1. Notacio: a~ ! representa
l'invers de a.

e Notacio: A* = {a € Ala és invertible}

» Elements invertibles de (Z,+,-): 1,—-1

e Si (A,+,:) és anell, a € A, a = 0, a és divisor de zero Ssi
existeix be A, b# 0, tal que a-b=0

» (Z,4,-) no té divisors de zero

» Els elements invertibles d'un anell unitari no sén divisors de
Zero

e (A,+,-) és un cos si é€s un anell commutatiu unitari tal que
tot element diferent de zero és invertible, és a dir, A* = A~{0}.

> (Za_l_?) no €s Cos; (Qa_l_)')v (Ra_l_?')! (C7+7) SON COSSOS.



2. L’ANELL Z,, (I)

» Fixat un enter m > 2, definim:

e Classe de a modul m, on a € Z:
a={bla=b (mod m)} ={a+km|k € Z}

>aca#d; |Ja=Z;Va,b€Z, obéa=bobéanb=0
a€Z

e Conjunt d'enters modul m: Zpy, ={a|a € Z}

> Zm = {0,1,2,...,m — 1}, i té exactament m elements

e Operacions a Zmy,. Suma: a—l— =
Producte: E

> Resolucio de les equacionsa+Z=0b, az =>b a Z,.
Equival a resoldre les equacions amb congrueéncies
a+xz=b(mod m), ax =b (mod m).



2. L’ANELL Z,, (II)
» (Zm,+,-) és un anell commutatiu unitari

» a € Zm, a €s invertible & (a,m) =1

> Calcul de l'invers: Identitat de Bézout. Si axg + myg = 1,
llavors zg és l'invers de a a |'anell Zm

» a € Zm, a#* 0, a és divisor de zero < (a,m) # 1

> Elements de Zm:

Si (a,m) = m, llavors @ = 0 i no és ni invertible ni divisor de
Zzero

Si (a,m) = 1, llavors @ és invertible

Si (a,m) #= 1, m, llavors a és divisor de zero



3. ELS COSSOS F,

» Sim > 2, (Zm,+,-) €S un cos < m és primer.

> Notacio: Si p és primer, escriurem I, enlloc de Zy.
> [y = {a € Fpla és invertible } = {a € Fp|a # 0}.

» Teorema de Fermat. Si p és primer,

ac Fp = aP =a (\V/a, -~ Z,&p = a/(mOd p))
acly=a!t=1 (VacZ( (a,p) =1=aP"! =1(mod p)))

> Conseqiiencia. Si a € F}, llavors (a)~! = (a)P—2

> Resolucio de sistemes d’equacions lineals, equacions de se-
gon grau i calcul de potencies a Fp.



4. POLINOMIS (I)

e Si (A,+,-) és un anell, un polinomi amb coeficients en A i
indeterminada x és qualsevol expressio ag + a1x + - - - + anx™,
on ag,a1,...,an € A i n>0 és un natural. Direm que a; és el
coeficient del terme de grau «z.

e Alzx] és el conjunt format per tots els polinomis amb coefi-
cients en A i indeterminada «=x.

> Si un coeficient és 0, no cal escriure el terme corresponent.
Si a(z) = ag 4+ a1z + --- + apx™ considerarem que per a tot
jg>mn, a; =0.



4. POLINOMIS (II)

e Igualtat de polinomis. Si a(x) = ag + a1z + --- 4+ anx™ i
b(x) =bg+b1x+ -+ bmx™, a(x) = b(x) < a; = b;, per a tot
1 >0

e Operacions en Alzx].

Sia(zx) =ag4+ajz+ -+ anz™ i b(x) =bg+ b1z + -+ 4+ bpx™,
Suma: polinomi tal que el coeficient de grau ¢+ > 0 és a; + b;
Producte: polinomi tal que el coeficient del terme de grau

i >0 és c¢; =agb; +aib,—1+ -+ a;bg.

» Si A és un anell commutatiu unitari, (A[z],+4,-) és un anell
commutatiu unitari



4. POLINOMIS (III)

e Grau d'un polinomi. Si a(x) € Alx], a(x) # 0, el grau de
a(x) é€s I'enter n més gran tal que el coeficient del terme de
grau n €s an, 7= 0. EIl grau del polinomi 0 és —oo (0 bé —1).
Notacio: gr(a(x)), deg(a(x)).

e Si a(x) és un polinomi de grau n > 0, an €S el coeficient
principal de a(x).

e Si A és un anell unitari, un polinomi és monic si el seu
coeficient principal és 1.

»Si a(z) =0, gr(a(x)) >0
» gr(a(z)) =0 < a(x) =ag € A, ag £Z=O

> gr(a(z) 4+ b(x)) < max{gr(a(z)), gr(b(x))}
» Si A és un anell sense divisors de zero i a(x),b(x) #= 0, llavors

gr(a(z)b(z)) = gr(a(z)) + gr(b(z))
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5. L’ANELL DE POLINOMIS K[z] (I)
Estudi de K[z], on K és un cos (p.e. Fp,Q,R,C).

» Els elements invertibles de K[z] son els polinomis de grau
0, és a dir, K[z]* =K* = K\ {0}

» Teorema de la divisio. Si a(x),b(x) € K[z], b(x) # 0, exis-
teixen g(x),r(x) € K[x] dnics tals que a(x) = b(x)q(x) + r(x),
gr(r(z)) < gr(b(z)).

e q(x) i (x) s'Tanomenen respectivament quocient i residu de
la divisio de a(x) per b(x).

e Sia(x),b(x) € K[z], direm que b(x) divideix a(x) ( 0 bé b(x) és
divisor de a(x), o bé a(x) és multiple de b(x)) si el residu de la
divisié de a(z) per b(xz) és 0. Notacié: b(x)|a(z), alz) = b(z).
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5. L'’ANELL DE POLINOMIS K][z] (II)

e Divisors impropis de a(x): polinomis de grau 0 i polinomis
de la forma ka(x), on k € K*.

e Divisors propis: divisors no impropis

e Polinomi irreductible: polinomi de grau > 1 que no té divisors
propis. (El polinomi no es pot descompondre com a producte
de dos polinomis de grau estrictament menor).

e o € K és arrel de a(x) si a(a) = 0.

» Teorema de l'arrel (o residu).

a € K és arrel de a(x) & (v — a)|a(x)

» Si a(x) és polinomi de grau n > 0, a(z) té€ com a molt n
arrels.

» Els polinomis de grau 1 son irreductibles i tenen exactament
una arrel
» Si un polinomi de grau > 2 té una arrel, no és irreductible
» Els polinomis de grau 2 6 3 soOn irreductibles < no tenen
cap arrel
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5. L'ANELL DE POLINOMIS K[z] (III)

» [ot polinomi de grau > 1 es pot escriure de forma unica
com a producte d’'un polinomi de grau O i polinomis monics
irreductibles, llevat de |'ordre dels factors:

Sia(zx) € K[x], gr(a(x)) > 1, llavors a(x) = kp1(x)?1 ... pr(2)°r,
on p;(x) sOn polinomis monics irreductibles, i Vi, «; > 0.

e Maxim comu divisor de a(x) i b(x): polinomi de grau maxim
que és divisor alhora de a(z) i de b(x)
Notacio: mcd(a(x),b(x)) o bé (a(x),b(x))

» Si d(x) és un maxim comu divisor de a(x) i b(x), llavors
kd(xz), k € K*, també ho és.

» Si d(x), d'(x) s6n maxims comuns divisors de a(z) i b(x),
llavors d'(z) = kd(x), per a algun k € K*.
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5. L’ANELL DE POLINOMIS K[z] (IV)

» Algorisme d’'Euclides. Si a(x),b(x) son polinomis de K[x],
b(x) # O, i considerem les divisions successives
a(z) = b(z)q(z) + ro(z), 9r(ro(z)) < gr(b(z))
b(z) = ro(z)qo(z) + r1(z), gr(ri(z)) < gr(ro(z))
ro(z) = ri1(z)qi(z) + ro(z), 9r(ra(z)) < gr (ri(z))
r1(z) = ra(x)g2(z) + r3(z), 9r(rz(z)) < gr (ra(z))

rn—2(x) = rp—1(2)gn-1(x)+ra(z), gr(rn(z)) < gr(rp—1(z))
rn—-1(x) = rp(z)gn(z) + 0
llavors (a(x),b(x)) = rn(x).

» Identitat de Bézout. Si a(x),b(x) s6n polinomis no nuls de
K[x] tals que (a(x),b(x)) = d(x), existeixen polinomis p(x), q(x)
de K[z] tals que a(x)p(x) + b(x)q(x) = d(x).
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5. L’ANELL DE POLINOMIS K[z] (V)

» Calcul del m.c.d. i de la identitat de Bézout. Si a(x),b(x) €
K[x], b(x) £ O i considerem les divisions successives de I'algo-
risme d’'Euclides, tenim:

1 0 |so(z) |s1(z) | - | sp—2(x) | sp—1(x) | sn(z)

0 1 | to(z) | t1(x) tn—o(x) | th—1(x) | tn(x)

q(z) | qo(z) | qa(z) | -+ | gn—2(x) | gn—1(x) | gn(x)

a(z) | b(x) |ro(x) | ri(x) |- | rp_o(z) | rp_1(x) | rn(x)
ro(z) | r1(x) | ro(x) | r3(x) | - | 7rn(x) 0

on: so(z) =1, to(z) = —q(x),
s1(x) = —qo(x), t1(z) = 1 + q(z) qo(x),
Vi > 2, s;(x) = s;—2(x) — s;_1(x) ¢i—1(x),
Vi > 2, ti(x) =t;_2(x) — t;—1(x) gi—1(x).

Llavors: Vi > 0, r;(x) = a(x) s;(x) + b(x) t;(x)
En particular: (a(z),b(x)) = rpn(x) = a(x) sp(x) + b(x) th(x)



6. ANELLS QUOCIENTS DE POLINOMIS (I)

e Si f(x) € K[x], a(z) =b(x) (mod f(z)) & f(x)|b(x) —a(x) &
& al dividir a(x), b(x) entre f(x) s'obté el mateix residu

» Fixat un polinomi no nul f(x) € K[x], a(z) = b(x) (mod f(x))
és una relacio d’'equivalencia a K[x], tal que:

> Classe d'equivaléncia de a(x) € K[x]:
a(z) = {b(z)|a(z) = b(z) (Mmod f(z))} =

= {a(z) + k(z) f(z)|k(z) € K[z]}
> Conjunt quocient: K[z]/(f(x)) = {a(x)|a(z) € K[x]}
> K[z]/(f(x)) té tants elements com possibles residus de di-
vidir polinomis per f(x): si gr(f(x)) = n, n'hi tants com poli-
nomis de K[x] de grau < n.

» Operacions a Klz]/(f(x))
Suma: a(z) + b(x) = a(x) 4+ b(x)
Producte: a(z) - b(x) = a(x) - b(x)
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6. ANELLS QUOCIENTS DE POLINOMIS (II)
o (K[x]/(f(x)),4+,-) és un anell commutatiu unitari.

» Els elements invertibles de (K[z]/(f(x)),+,-) soOn les classes
a(x) tals que (a(x), f(x)) = 1. Calcul de I'invers: amb la
Identitat de Bézout.

» (K[x]/(f(x)),4+,:) és un cos < f(x) €s un polinomi irreduc-
tible

» Si K=TF,i f(x) é un polinomi irreductible de grau d, llavors
(Fplx]/(f(x)),+,-) €S un cos amb p? elements.
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7. COSSOS FINITS (I)

e Ordre d'un cos: nombre d'elements del cos
e Cos finit: cos d'ordre finit

> Notacio: I, representa un cos finit d'ordre ¢q. EI conjunt
d’elements invertibles de F, és F; = [, \ {0}

» Hi ha cossos finits d'ordre pd, per a tot p primerid>1

Construccio:

Sid=1, Iy é un cos d'ordre p

Sid> 2, de = Fplz]/(f(x)), on f(z) és un polinomi irreductible
de Fy[z] de grau d

18



7. COSSOS FINITS (II)

o L'ordre de a € IF;; és I’enter t > 1 més petit tal que at =1
» Siac Fz‘] és un element d’ordre t:

(1) tlg—1
(2) a®* =1 < ts
(3) et 1 =1

(4) I'ordre de a* és t/(i,t)

d(d Si djg — 1
» El nombre d’elements d’ordre d de F}: és (d), s dlg—1,
0, altrament.

® acC IF;’; és un element primitiu de F, si té ordre ¢ — 1
» Tot cos finit té almenys un element primitiu

» El nombre d'elements primitius de F,; és (¢ — 1)
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7. COSSOS FINITS (III)

» Sia és unelement primitiu de [y, IIavors Fq = {0, a, a2 a3 ,aq—l}
I el producte de dos elements de Fq és a tq) = q'tJ

e Polinomi primitiu de Fp[x]: polinomi irreductible tal que
a =7 és un element primitiu del cos Fy[z]/(f(x))

» Si Fg =Fplz]/(f(x)) i f(z) €s un polinomi primitiu, tots els
elements de IF* es poden expressar com a potencies de oo = 7
Fq = {0, a, a? a1

Per a operar en aquest COS es construeixen taules de logaritmes
en base «o:

i 112 11... Jqg—1

ol a® ... 1

(87

Per a multiplicar dos elements només cal sumar els exponents
respecte de a (logaritmes en base «) i per a sumar utilitzem
I'expressido com a classe d'un polinomi de grau menor que d =

ar(f(z)).
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7. COSSOS FINITS (IV)

e Funcio u de Mobius. Per a a enter positiu, definim:

y

1, Sia=1,
pnla) =S (=1)%,  si a és producte de k primers diferents,
0, si per a algun primer p, p?|a.

» El polinomi x4 — x és el producte de tots els polinomis de
Fy[x] monics irreductibles de grau d, d|n.

» El nombre de polinomis monics irreductibles de grau r de
Fqlx] és

Ny(r) = ! S u(d)g'?

r d|r
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7. COSSOS FINITS (V)

e Caracteristica d'un cos:

(O, si els elements 1,1 +1,14+1+41,... sOn tots diferents
; k) h)

k, sil1l+---+1=0,i14+---+1#0si h<k,.

\

» La caracteristica d'un cos és O o bé un nombre primer.
» Q,R,C son cossos de caracteristica O

» Sig Zpd, p primer, Fq €s un cos de caracteristica p.
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R1. DIVISIBILITAT A Z (I)

» Teorema de la divisio. Per a tot parell d'enters a i b, b # 0,
existeixen enters ¢, r unics tals que a =bg+r, 0 < r < |b|.

® ¢, S'anomenen respectivament quocient i residu de la divisio
entera de a per b.

e Si a,b € Z, direm que b divideix a (0 bé b és divisor de a, O
bé a és multiple de b) si el residu de fer la divisid entera de a

entre b és 0. Notacions: bla, a = b.

e Divisors impropis de a: 1,—1,a,—a
e Divisors propis: divisors no impropis.

e Nombre primer: enter a > 2 tal que els unics divisors de a
son els divisors impropis, 1,—1,a, —a

e Maxim comu divisor de a,b: |'enter més gran que és alhora
divisor de a i de b. Notacié: (a,b)

e Els enters a,b son relativament primers si (a,b) = 1
23



R1l. DIVISIBILITAT A Z (II)

» El m.c.d. de dos enters és un enter positiu Unic
» Si b>0, bla < (a,b) =0b
> a=bq-|-7“ = (a,b) — (b,?“)

» Algorisme d’Euclides. Si a,b sOn enters positius, a > b > 0,
| considerem les divisions enteres successives

a = bg + ro

b=roqo + 1

ro = T1q1 + 12

1 =712q2 + 13

Th—2 = Tpn—1qn—1 + ™
Tn—1 = ™nqn + 0O,
llavors (a,b) = rp.

» Identitat de Bézout. Si (a,b) = d, existeixen enters z,y tals
que ax + by = d.
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R1l. DIVISIBILITAT A Z (III)

» Donats a,b enters tals que (a,b) = d, I'equacié ax + by = ¢
té solucio si, i només si, d|c. Calcul d'una solucié: a partir de
|la identitat de Bézout.

» Calcul del m.c.d. i de la identitat de Bézout. Si a,b sOn en-
ters, a > b > 0, considerem les divisions successives obtingudes
a |I'algorisme d'Euclides:

1 10 |sg|s1| | Sn—2|Sn_1| 8n
0 L to |1 |- | th—2|tn-1|tn
q 1490 |91 | " | 9n—2 | An—1 | 9n
a | b |lrg|r1 | | Th—o | Th—1|Tn
ro|ry|ro|r3 |- Tn 0

on: sop =1, tg = —¢q, s1 = —qp, t1 = 1+ qqo,
Vi>2, 8 =58_2—8-1¢—1, t; =ti_>—t;_1q;—1.

Llavors: Vi > 0, r; =as; + bt;
En particular: (a,b) =rp, = asn, + bt
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R1l. DIVISIBILITAT A Z (IV)

» r|a,r|b = r|(a,b)
» Si p €s primer, plab = pla O p|b

» albc i (a,b) =1 = alc

» Teorema fonamental de l'aritmeética. Tot enter a > 2 es pot
expressar com a producte de nombres primers de forma unica,
llevat |'ordre dels factors.

» Notacio: a € Z és pot expressar de forma unica com:
a = (:I:l)p(iélpg2 .. .pgk, 1 < po < --- < p primers, Vi,a; > 0.
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R2. CONGRUENCIES (I)
e Enters congruents modul m: a=b (mod m) < m|b—a

» Les condicions seguents sOn equivalents:
(1) mlb—a
(2) b=a+m
(3) la divisio entera de a i b entre m dona el mateix residu
(4) {a+mk|keZ}={b+mk|keZ}

» Propietats:
(1) a=a (mod m)
(2) a=b (mod m) = b=a (Mod m)
(3) a=b (mod m), b=c (mod m) = a=c (mod m)
(4) a=b (mod m), ¢’ =¥ (mod m) =
= a+ada =b+b (mod m), aa’ =bb’ (mod m)
(5) a=b (mod m), dm = a=b (mod d)
(6) a=b (modr),a=b (mod s) = a=b (mod mcm(r, s))
(7) ra=rb (mod m) < a=b (mod m/(m,r))
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R2. CONGRUENCIES (II)
Equacions amb congruéncies:

» L'equacido a+x =b (mod m) sempre té solucio, iész=b—a
(mod m)

» L’'equacio ax =b (mod m) té solucié < (a, m)|b.

En aquest cas, podem trobar una solucid a partir de la identitat
de Bézout:

(a,m)=d=axg+ myg = %b és una solucio
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