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1. PRINCIPIS BASICS (I)

e Dos conjunts A i B tenen el mateix nombre d’elements si
existeix una bijeccido f: A— B

e Conjunt finit: @ o bé existeix una bijeccido f: A — [n] per
a algun natural n > 1, on [n] = {1,2,...,n}.

> Notacié: Si existeix f : A — [n] bijectiva direm que A és
un n-conjunt i n = |A| = #A és el cardinal de A.

e Conjunt infinit: conjunt no finit



1. PRINCIPIS BASICS (II)

» Si A és un conjunt finit,
1) BC A= |B| <|A]
2) BGC A= |B|<|A]
3) (BCAi |B|=|Al)=A=B

> [Al=n= |{B|BC A} = [P(A)| = 2"
» ANB=g = |AUB|=|A|+ |B|
» Aq,..., A, disjunts dos a dos =

= |[Aq U A U - UAL| = |A1| + |A2| + - - - + |Ag]

» |[AUB| = |A|+ |B|—|AN B|



1. PRINCIPIS BASICS (III)

e Producte cartesia dels conjunts A i B:
Ax B={(a,b)la € A,be B}

» |A X B| = |[A]-|B|
e Si SC A x B, definim:
sia€ A, fo(S)={be B|(a,b) € S} CB

sibe B, ¢(S)={a€ A|(a,b) e S} C A

> (S| =) [fa(S) = ) lep(S)]

acA beB



1. PRINCIPIS BASICS (IV): PRINCIPI DE LES CASE-
LLES

» Si distribuim n objectes en m capses i n > m, almenys una
capsa contindra dos o més objectes

» Si distribuim n objectes en m capses i n > rm, almenys una
capsa contindra r+1 o més objectes

» Si f: A— B és una aplicacio i |A| > |B|, llavors f no pot
ser injectiva



2. PERMUTACIONS

e Una k-permutacio d'un n-conjunt X, €és una successio de k
elements diferents de X

> Notacié: P(n,k) = nombre de k-permutacions d'un n-
conjunt
» Calcul: P(n,k) =n(n—1)(n-2)...(n—k+1) =nk=_2

(n—k)!"
sil<k<n; Pln,k)=0sik>n

> Si k=mn, P(n,n) =n"=n! = P(n) (permutacions de X)

» El nombre d’aplicacions injectives f : A — B,
on |[Al=ki|B|=n, és nk

» El nombre d’aplicacions bijectives f: A — B,
on |A| = |B| =n, és n!



3. PERMUTACIONS AMB REPETICIO

e Una k-permutacio amb repeticio d'un n-conjunt X, €s una
successio de k elements no necessariament diferents de X

> Notacio: PR(n,k) = nombre de k& permutacions amb repe-
ticid d'un n-conjunt

» Calcul: PR(n,k) =nF, sik>1

» El nombre d’aplicacions f: A— B, on |A| =k i |B| =n, és

nk

» El nombre de subconjunts d'un n-conjunt és 2™



5. COMBINACIONS. NOMBRES BINOMIALS. (I)

e Una k-combinacid d’'un n-conjunt X, és un k-subconjunt de
X

> Notacio: C(n,k) = ( ) — nombre de k-subconjunts d'un
n
k

n
k
n-conjunt. Els nombres ( ) s'anomenen binomials.

|
» Calcul: (" )=__" si0<k<n
k kU (n — k)

()= (n)=n(3)= (" )+ (i53).

sin>2,1<k<n-—1.



5. COMBINACIONS. NOMBRES BINOMIALS. (II)

n
» Teorema del binomi. (a+b)"= Y ( Z’ ) aFpn—k
k=0

r=0

k—r k

)
)
57 R (1)
> fj (Z)( " >= <”+m> (Identitat de Vandermon-
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5. COMBINACIONS AMB REPETICIO. MULTICON-
JUNTS. (1)

e Un k-multiconjunt d'un n-conjunt X, és una seleccid no
ordenada de k elements de X no necessariament diferents

> Notacié: M = {1,252, ... zkn} representa el k-multiconjunt
de X = {xl,wz,...,xn} que conté k; copies de l'element x;,
n

vie {1,...,n}, on Y k;=k.
i=1

e Una k-combinacido amb repeticido d'un n-conjunt X, és un
k-multiconjunt de X

11



5. COMBINACIONS AMB REPETICIO. MULTICON-
JUNTS. (II)

n

k
amb repeticido d'un n-conjunt = nombre de k-multiconjunts

d'un n-conjunt

» Calcul: CR(n, k) = ((Z)) — <”+:_1>

» El nombre de n-eples (z1,...,zn), x; > 0 enters, que satisfan
I'equacié z1 +xzo+ -+ xn =1 és <<Z>> — <n+r—1 )

> Notacio: CR(n,k) = (( )) = nombre de k-combinacions

r
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RESUM: NOMBRE DE k-SELECCIONS D’UN n-CONJUNT

SENSE REPETICIO

AMB REPETICIO

ORDENADES P(n,k) = nk

PR(n, k) = nk

NO ORDENADES | C(n,k) = ( " ) CR(n, k) = <”+k_ 1 )

k

k

RESUM: NOMBRE D’APLIC. f: A — B, |A|=k, |B|=n

APLICACIONS

APL. INJECTIVES

APL. BIJECTIVES

NOMBRE nk

nk

n!  sin=4k,
0 si n # k.
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6. NOMBRES MULTINOMIALS

e Una permutacio d’'un k-multiconjunt és una ordenacid dels
elements del multiconjunt

> Notacio: <k1 ka . ) — nombre de permutacions d'un
9 9 o o oy n
mn
k-multiconjunt M = {x’{l,xSQ,...,xﬁn}, on » k;=k. (Nom-
i=1
bres multinomials).
k!
» Calcul: k — _
ki,ko, ..., kn kilko! ... kp!
» [eorema multinomial.
n _ n i1 U
(1 + 20+ + 1) | Z (il,ig,...,ik>x1"'xk
11+ +i=n

14



7. PARTICIONS D’UN CONJUNT (I)

e Una k-particio d’un n-conjunt X és una col.leccio {Aq,..., AL}
de subconjunts de X tal que:
() A; =9, Vie{l,...k}

k
(b) |J A4 =X
=1

1=

() AiNA; =9, sii# ]

> Notacio: el nombre de k-particions d'un n-conjunt és el

nombre de Stirling de segon tipus, S(n, k) = { Z }

» El nombre d'aplicacions exhaustives f: A — B, on |A| =k

i |B| =mn, és{k}n!
n

15



7. PARTICIONS D’UN CONJUNT (II)

o\l _ . . n | _ :
S P A P

» Sin > 1:

(1)) o e

» Sin>3,2<k<n-1,
n n—1 n—1
TR VY SR ey

e El nombre de particions d'un n-conjunt és B,, = «

B,, s'Tanomena nombre de Bell.

}=2”_1—1.

16



8. NOMBRES DE CATALAN (I)
Considerem els nombres seguents:

e A, = Nombre d’'expressions sintacticament correctes que es
poden formar amb n parells de paréntesis, é€s a dir, n parentesis
que obren i n paréentesis que tanquen.

e B, = Nombre de paraules de longitud 2n, (xz1,x2,...,22,),
k 2n

talsquez; = +1, » x;>0,Vke {1,2,...,2n—1},i > x; =0.
i=1 i=1

e C, = Nombre de camins de (0,0) a (2n,0) que es poden
formar amb segments de tipus (7,7)( 4+ 1,57 + 1) i de tipus
(7,7)(¢4+ 1,7 — 1) i que no travessen l'eix OX.

17



8. NOMBRES DE CATALAN (II)

1
» Es pot comprovar que A, = B, = (), = 2n . Els
n-+1 n

1
( an ) s'anomenen nombres de Catalan.

n—+1

nombres C), =

» Si considerem Cy = 1, els nombres de Catalan satisfan la
recurrencia,

n—1

Cn = CoCy_1+C1C,_2+CC,_3+---+C,,_1Co = Z CiCpn—1—i
1=0

18



9. PARTICIONS D’UN ENTER (I)

e Una k-particid d'un enter n > 1 és una expressio de n com
a suma de k enters > 0 sense tenir en compte l'ordre dels

sumands.

» Podem identificar una k-particid de n amb una k-epla (z1,..., )
d'enterstalsquexy 220> - -2z 2>21in=x1+xo+ - +x.

> Notacio:
pr(n) €s el nombre de k-particions de n
p(n) és el nombre de particions de n

» Exemples: (4,2,1), (3,2,2) sOn 3-particions de 7,
jaque 7 =4+4+24+1, 7=3+4+2+4 2.

19



9. PARTICIONS D’UN ENTER (II)

e Diagrama de Ferrers:. representacido de la k-particio de n,

(x1,...,x), per mitja de k files amb z; puntets cadascuna
O=54-3+1 o O=4+4-24-2+1 o
e La particié conjugada de z = (x1,...,x;) té per diagrama de

Ferrers el que s’obté transposant el diagrama de Ferrers de x.

> Notacio: z’ representa la particido conjugada de x

7=44241 o 7=3+4+2+1+41

20



9. PARTICIONS D’'UN ENTER (III)
» 2/ ==z

» Si x és una k-particio de n, ' és una particido de n amb la
part més gran igual a k.

e Una particié x és autoconjugada si ' =«

12=54+3+2+1+1

» Una particid és autoconjugada si el diagrama de Ferrers és
simetric respecte a la diagonal

21



9. PARTICIONS D'’UN ENTER (IV)

» El nombre de k-particions de n és igual al nombre de parti-
cions de n tals que |la part més gran és igual a k

» El nombre de particions de n en com a molt k£ parts és igual
al nombre de particions de n tals que la part més gran és com
a molt k

» El nombre de particions de n en parts senars diferents és
igual al nombre de particions autoconjugades de n

» El nombre de particions de n en parts senars és igual al
nombre de particions de n en parts diferents
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10. PRINCIPI D'INCLUSIO-EXCLUSIO. DESARRAN-
JAMENTS. (1)

e Considerem una familia de conjunts finits, A, Ao,..., Ap.
Una k-interseccio de A1, Ao, ..., Ap €S un conjunt qualsevol de
la forma A;; NA;,,N---NA; amb 1 <43 <ip <+ <4 <n.

> Notacio: ai = > |Ai; N A, N---NA; | Esadir,

1<y <o << <n
ap. €S la suma dels cardinals de totes les k-interseccions.

il

» Principi d’'inclusio-exclusio.

n
AU AU - U Ap| = Z (—1)k+1ak
k=1

23



10. PRINCIPI D'INCLUSIO-EXCLUSIO. DESARRAN-
JAMENTS. (II)

e Un desarranjament de [n] = {1,2,...,n} és qualsevol permu-
tacio o de [n] tal que o(i) Zi peratoti=1,2,...,n

> Notacid: D, = nombre de desarranjaments de [n]

n  (_1\k
» Calcul. Dnznlz(]:l) —
k=0 |
1
:nl(a___l__l___l_ _|_( 1)n )_

=n'<%——+ 4 (=1)"— )

24



10. PRINCIPI D’'INCLUSIO-EXCLUSIO. DESARRAN-
JAMENTS. (III)

» El nombre d'aplicacions exhaustives f: A — B, on |A| =k

n
i [Bl=mn, 6s ¥ (—1)"" ( ZL ) i
1=0

e Funcio & d’'Euler: ®© : N — N definida per
Pn)={m|1<m<nimcd(m,n) =1}

» Sin=pit --p.k, p; primers diferents, ; > 1, Vi € {1,...,k},
llavors

k
1 1 1
o(n) = [[p;" (pi—1)=p7* - p* (p1—1)--(pp—1)
i—0

25



11. DISTRIBUCIONS DE BOLES EN CAPSES (1)

Nombre de distribucions de n boles en k£ capses, n,k > 1, en
els casos seguents:

n k sense maxim 1 bola min. 1 bola

boles | capses restriccions per capsa per capsa
kT si n<k n

n ’ — |
num. num. k { 0 . si n>k k! { 1 }
um no Zk': n 1 , si n<k n
' num = 1 O, si n>k k
no ((k)) <k—|—n—1> (’f) s m<k <n_1>
num. = n

num n n , n—k

0 , SI n>k
k .
no no 1 , si n<k
num | num i;pi(n) {O Csi n>k pr (1)

26




11. DISTRIBUCIONS DE BOLES EN CAPSES (II)

» El nombre de maneres de distribuir n boles numerades en k
capses numerades de forma que,

> la capsa num. 1 contingui exactament ny boles,
> la capsa num. 2 contingui exactament no boles,

> la capsa num. k contingui exactament n; boles,

on niy +mno+---+np=n,

_ . . mn
és el nombre multinomial .
ny,no,...,Nk

27



II. FUNCIONS GENERADORES
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Particions d'un enter

Funcido generadora exponencial
Desarranjaments

. Nombres de Stirling. Nombres de Bell
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1. SERIES FORMALS DE POTENCIES (1)

e Série formal de poténcies: expressio del tipus

Y anz™, on z és una indeterminada i ap € R,Vn >0
n>0

> Operacions amb series formals de poténcies.

Si A(z) = ) apz" i B(z) = ) _ bpz™

n>0 n>0

e Suma: A(z) + B(z) = > (an + bn)z"

n>0

e Producte per un escalar, o € R: aA(z) = > (aan)z"
n>0

29



1. SERIES FORMALS DE POTENCIES (II)

n
e Producte: A(z)B(z) = ) _ cpz™, oncn= ) ab,_;
n>0 1=0

e Inversa de A(x): és una série de potencies G(x) = Z gnx"

n>0
tal que A(2)G(z) =1=14+0-24+0-224....
1
> Si G(x) és la inversa de A(x), escriurem A(xz) = m
xr

» La serie A(x) és inversible si, i només si, ag =0

» La serie de potéencies inversa de Z =1 —|—:c—|—a:2—|—... es
n>0
1

1 —=x

1 —x. Es a dir, Z " =
n>0

30



2. FUNCIO GENERADORA ORDINARIA (1)

e La funcio generadora ordinaria de la successio (an),>0 €S la

serie formal de potencies A(z) = )  apz”
n>0

> Exemples:

e Ya"=1+4a4a"+ - =
l—=x
n>0
ordinaria de (1,1,1,...)

és la funcid generadora

o (1 —|—a:)k és la funcid generadora ordinaria de

(8)-(3):(2) (k) 00 ) =((0))..q

31



3. MANIPULACIO DE FUNCIONS GENERADORES
(D

Si A(z) i B(x) son les funcions generadores de les successions
(an)n>0 i (bn)p>0 respectivament i o € R,

» A(x) + B(xz) és la funcio generadora de (an =+ bn)p>0

» aA(x) é€s la funcio generadora de (aan)y,>0

m
o . —7—
» 2" A(z) = > ap—ma" ésla funcié generadora de (0, ...,0,ap, a1, ...
n>m
» (A(z) —ag— a1z — - — ay_12™ 1) /2™ = > apymz’ és la

n>0
funcio generadora de (am, y4-1, Gpt2, -+ - )

32



3. MANIPULACIO DE FUNCIONS GENERADORES
(I1)

» A(ax) és la funcio generadora de (a"*an),>0 = (ag, aaq, alas,...)

m—1 m—1
_ . e N rm——N——
» A(x™) és la funcio generadora de (ag,0,...,0,a1,0,...,0,a5,0...)

» A'(x) és la funcid generadora de ((n+1)a,4+1)n>0 = (a1,2a2,3a3,...)

T
> /0 A(t)dt és la funcié generadora de (0,a9, %, %, %, ..)

» A(z)B(z) és la funcioé generadora de (¢n)p>o0,
n

on c¢p = apgbn +a1b,—1 + asb,,_o>+ - + anbg = Z a;by,_;
1=0

» A(x)/(1 —=x) és la funcio generadora de (sn)p>0,
on sp, =ag+aj + -+ an

33



4. FUNCIONS GENERADORES I SERIES DE POTENCIES

» Si (an)p>0 €S una successio de nombres reals tals que

lan| < k™, per a tot n > 1, llavors la serie de potencies » = apz”
n>0

1 1\ . _ .
convergeix per a tot = € (_E’E> | la seva suma és una funcio

A (—%,%) — .+ R tal que existeixen les derivades n-&simes en

A (0
n!
» Reciprocament, si A : (—%,%) — R és una funcié tal que
A (0
les derivades A(”)(O) existeixen Vn > 0, i definim a, = |( ),
mn:

llavors A(z) = ) apz”
n>0

34



5. NOMBRES BINOMIALS GENERALITZATS (I)

4

IS

. T—l , Sin>1
e SirecRin és un natural, definim ( ) = ™

1 Sin=20

\

n fa Etors

onr2=r(r—1)r—-2)...(r—n4+1)

» Teorema del binomi generalitzat. (14 xz)" = > < ’ ):z:”
n>0

» Generalitzacié. (14 az)" = ) ( ’ )a%”
n>0

» Consequeéncia.

1 . m-+n-—1 n m-+n-—1 n
(1_x)m_z< n )CL‘—Z< m — 1 )I‘

n>0

35



5. NOMBRES BINOMIALS GENERALITZATS (II)

» Casos particulars.

1
Si m =1 obtenim Z  —
>0 1l —=x
n_
. | , 1
Si m =2 obtenim ) (n+4 1)z" = X

De la igualtat anterior deduim Z nx" = x 5
n>0 (1 —x)

36



6. SUCCESSIONS RECURRENTS (I)

e Una successio (an)n>ng €S recurrent si, llevat dels primers ter-
mes, an €S pot obtenir en funcid de n i els termes anteriors. Es
a dir, es satisfa una equacio recurrent, an = f(ang,...,an—1,M),
per a tot n >m

> Exemples d'equacions recurrents.
® an = ap_10ap_2 + 30

® an=an_1/an-3+as_g

® ap = ap—1 + Gp—2

e EIs nombres de Catalan satisfan |I'equacio recurrent
Cp = €QCp—1 T C1Cp—2 + -+ Cp_1c0, N = 2

37



6. SUCCESSIONS RECURRENTS (II)

e Una successio (an),>n, €S recurrent d'ordre k si
an = f(ap—1,0p—2,...,0y_r,Mm), PEr a3 n>m

» Una successio (an)np>n, recurrent d’ordre k queda determi-
nada al coneixer:

e Els k primers termes, ang, @pg41,-- -5 Gng+k—1
e L'equacio recurrent, an = f(apn—1,0p—2,--+,0p_i,N),
Sin>ng+k

38



6. SUCCESSIONS RECURRENTS (III)

Resolucid de successions recurrents: trobar el terme general
d'una successio recurrent coneguts l'equacio recurrent i els
primers termes

e Metode d’'induccio. Conjecturar una solucio i demostrar-la
per induccio

e Méetode d’'expansio. Aplicar repetidament |'equacio recurrent
fins deduir el terme general

e Funcions generadores. Trobar la funcid generadora de la
successio a partir de I'equacio recurrent i manipulacions de
funcions generadores, i deduir-ne el terme general

39



6. SUCCESSIONS RECURRENTS (IV)

e Una successio és recurrent lineal amb coeficients constants
d’ordre k si satisfa una recurréncia de tipus

an = c1ap—1 + c2ap_2+ -+ cxa,_ + f(n)

on ¢; sOn constants per a tot ¢ € {1,...k}. Direm que és
homogénia si f(n) =0 i no homogénia si f(n) # 0

» Per a les successions recurrents lineals amb coeficients cons-
tants hi ha un metode especific de resolucio.

40



7. NOMBRES DE CATALAN

La successio dels nombres de Catalan, (cp),>0, satisfa:
co=1
Cp41 = CoCn + C1Cp—1 + ¢y 2 + -+ + cncg, Pera tot n >0

Per tant, la funcié generadora dels nombres de Catalan, C(x),
satisfa (C(z) —1)/x = C(x)?, és a dir, zC(z)? - C(z) +1 =0,
1++vV1—4x

2x

d'on es dedueix C(x) =

Apliquem el teorema del binomi generalitzat a (1 — 4z)1/2, |
per ser els nombres de Catalan enters positius deduim

C(x)_l—\/1—4:c_.”_z 1 2n n
o 2x B _n>0n—|-1 n

. 1 2n
| per tant, ¢, =
n-—+1 n

41



8. PARTICIONS D’UN ENTER (I)

» La funcid generadora del nombre de particions, p(n), d'un
enter n és, si considerem p(0) = 1:

P(z) =[] —

)
Z.le T

» La funcio generadora del nombre de particions d'un enter n

tal que n < m és:
m 1

Pngm(w) — H

1=1

1 — gt

» La funcio generadora del nombre de particions d'un enter n
en parts < k és:

koo
Pop(z) =]

— i
=1 1—7

42



8. PARTICIONS D’UN ENTER (II)

» La funcio generadora del nombre de particions d'un enter n
en parts diferents és:

Py(z) = [] (1 +2)

1>1

» La funcio generadora del nombre de particions d'un enter n

en parts senars és:
1

i1 1 — p2i—1

» La funcio generadora del nombre de particions d'un enter n
en parts parelles és:

Pp(ﬂ@): H .

_ 21
Z.le T

» El nhombre de particions de n en parts diferents és igual al
nombre de particions de n en parts senars
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9. FUNCIO GENERADORA EXPONENCIAL (I)

e La funcio generadora exponencial de la successio (an)n>0 €S
la série formal de poténcies

A(z) = ) a—?xn
n>0
> Exemples (I)
e La f.g.e. de la successi6 (1,1,1,...) és > m—l
n>0

e La f.g.e. de la successio (1,m,m(m —1),...) = (m%),>0 €s
(142z)™

1

e La f.g.e. de la successio (n!),>0 €s

44



9. FUNCIO GENERADORA EXPONENCIAL (II)

> Exemples (II)

és la f.g.o. de (1,1,...) i la f.g.e. de (n!),>0

1l —=x

o (L+x)™ és la f.g.o. de (C(m,n))p>0 = << m >) i la
n>0

n
f.g.e. de (P(m,n)),>0 = (M%),>0

1
e ¢¥ és la f.g.0 de (—) i la f.g.e. de (1,1,...)
n>0

n!
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9. FUNCIO GENERADORA EXPONENCIAL (III):
MANIPULACIO

Si A(xz) és la f.g.e. de la successio (an)p>0, B(x) €s la f.g.e.
de la successio (bn)p>0 i a € R,

» A(x) + B(x) és la f.g.e. de (an + bn)n>0
» o A(x) és la f.g.e. de (aan)n>0
» A'(x) és la f.g.e. de (ap41)n>0

» z A(x) és la f.g.e. de (nap_1)n>1

n
» A(z)B(z) és la f.g.e. de (cn)p>0 ON cn = ) _ ( Z )akbn—k
k=0
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10. DESARRANJAMENTS (I)

e Un desarranjament és una permutacid o de [n] tal que
o(i) #i peratotie{l,...,n}

> Definim d, = nombre de desarranjaments de [n], sin > 1, i
dog=1.

> dpn = (n—1)(dp—1+dp—2), Sin=>2

»n!zfj (Z)dn_k

k=0
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10. DESARRANJAMENTS (II)

» Si D(z) és la f.g.e. de (dn)p>0, Per ser e* la f.g.e. de

(1,1,1,...), de la propietat anterior es dedueix que e*D(x) és

la f.g.e. de (n!),>0, €s a dir, e*D(z) = {=-. Per tant:

e—CC

D(x) =

n

» d, = ( coeficient de x—l en D(z) ) =
n:

= n! x ( coeficient de 2™ en D(z) ) =

= n! x ( coeficient de z" en (Z (_1)nxn> (Z x’”)) =

|
n>0 n: n>0

n 1 k
= Z(k!)

k=0
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11. NOMBRES DE STIRLING I DE BELL (I)

e Nombres de Stirling de segon tipus: { Z’ } — nombre de

k-particions de [n]

n | _ n—1 n—1 :
T R EPTos

e La f.g.o. dels nombres de Stirling és, fixat k,

=y 7

n>0

T

> So(x) =1, Sl(aj) = ]

— X

ok 7k

1—ka) - (1—22)(1—xz) &
(k) (G-200-0) " kT
1=1

> Sp(z) =
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11. NOMBRES DE STIRLING I DE BELL (II)

k .
ke mev (D)

e Nombres de Bell:

n
By = nombre de particions de [n] = ) {
k=0

n

k
" n

> By = ) <k>Bn—k

k=0

» Si B(x) és la f.g.e. de (Bn),>0, per la propietat anterior
e’B(x) €s la f.g.e. de (B,4+1)p>0, Pero la f.g.e. d'aquesta
successio és B'(x). Per tant, e*B(z) = B/(z), d'on es dedueix:

B(x) = ele"=1)
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Al. NOMBRE DE SOLUCIONS ENTERES
D'’UNA EQUACIO

Problema a resoldre

Cas (a): cap restriccio addicional
Cas (b1): A(z; > ;)

Cas (b2): V(z; > ;)

Cas (cl): V(z; <m;)

Cas (c2): A(z; < m5)

Cas (d1): A(r; <z; < ;)

Cas (d2): V(r; < z; < s;)

Resum de casos

© 0N OAE Wb H=



1. PROBLEMA A RESOLDRE

Equacio: z1+ -+ xn =1, ON n,r sOn enters positius.

Solucions: n—eples (z1,z5,...,zn) d'enters > 0 que satisfan
I’equacio.
Observacions: Dues solucions (x1,zo,...,2n), (Yy1,y2,...,Yn)

son iguals si, i només si, z; = y;, Vi, 1 <1 <n.

Exemple: (1,3,5), (3,1,5) son dues solucions diferents de |'e-
quacio 1 + o + xr3 — 0.

Nombre de solucions?
Nombre de solucions amb restriccions?
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2. CAS (a)
Equacio: z1+---+xn=r

Nombre de solucions: (

n—l—r—l)

r

Observacions: Equival a comptar el nombre de r-multiconjunts
del conjunt {1,2,...,n}

EXEMPLE CAS (a)
Equacio: z+y+ 2z =10, x,y,z enters >0

Nombre de solucions, N:
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3. CAS (b.1)

Equacio: z1+---+xn=r
Restriccions: x1 2> ryixo >ro i ... 1 xp > 1y

Nombre de solucions:
n S
n—4+r—>, 17— 1
=D Ty
Observacions: r; pot ser O.

Cas particular: Per a calcular el nombre de solucions enteres

estrictament positives de

I'’equacio =1 + --- + x, = r, considerem les restriccions r; =
- =7r, = 1. Per tant, Z?:l r, = n | el nombre de solucions

és
n+r—n—1Y\_[([r—1
r—mn \r—n
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3. EXEMPLE CAS (b.1)

Equacid: z+y+ 2= 10, x,y,z enters >0
Restriccions: x >3 1y > 2.

Nombre de solucions, N:

_(3+10-(G+2)-1\_(7)_
N‘( 10 — (3 + 2) )‘( )‘21

Exemple cas particular (b.1)
Equacio: z+y+ 2z =10, x,y,z enters >0

Nombre de solucions, N:

v=(3023)=(5)=3
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4. CAS (b.2)

Equacid: z1+---+xp =71

Restriccions: x1 >r1 O xo>1r>0 ... O xp > Tn

Nombre de solucions, N:

Definim per aie {1,...,n},
Aiz{(xl,...,xn)|:lz1—I—---—I—:cnzr,a:iZm,}

N =|A{UA>U---U Ayp|

Si apliguem el P.I.E., els sumands que s'obtenen son del tipus

|[A;; N---NA; |, T es calculen com en el cas (b.1).
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4. EXEMPLE CAS (b.2)

Equacio: z+y+ 2z =10, x,y,z enters >0
Restriccions: *x >4 0 y > 5.

Nombre de solucions, N:
Ae = {(z,y,2)|x +y + 2 = 10, = > 4}

3+10—-4-1 8
34+410—-5-1 7
IAy|=< +1o—5 >=(5>=21

3+1o—(4+5)—1>:3

Per tant, N =28+ 21 -3 =46
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5. CAS (c.1)

Equacio: z1+---+xn=r
Restriccions: 1 <r1 0o <150 ... 0 xpp < 1Tp

Nombre de solucions, N:
Definim per a i e {1,...,n},
A ={(z1,..,zn)|lx1 + - Fzn=r2; > 7; + 1}

N=]JAfUASU. - --UAS| = [(A1N---NAR)°| =

/'/i

on |[AjNAsnN---NAp| es calcula com en el cas (b.1)
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5. EXEMPLE CAS (c.1)

Equacio: z+y+ 2z =10, x,y,z enters >0
Restriccions: * <3 06 y < 2.

Nombre de solucions, N:
Ay = {(z,y,2)|lzr +y+2=10, y > 3}

3+10-1

IAxﬂAy|=<3+i8:((ji§))_l>=<g>=1o

Per tant, N =66 — 10 = 56
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6. CAS (c.2)

Equacid: z1+---+xp =7
Restriccions: 1 <rjixzo<roi... I xnp <mpn

Nombre de solucions, N:
Definim per a i e {1,...,n},

Ai={(z1,...,zp)lz1 + - Faxn=r,2; > 1; + 1}

N=]A$NAS5N-- - NAS| = |(ALU---UAp)¢| =
_ <n+r_1>_|A1UA2U--'UAn|,

r

on |[A{UA>U---U Ay| es calcula com el cas (b.2)
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6. EXEMPLE CAS (c.2)

Equacio: z+y+ 2= 10, x,y,z enters >0
Restriccions: x <3 iy < 2.

Nombre de solucions, N:
Ay ={(z,y,2)|z +y+2=10, y > 3}

3+10—-1

10
_( 34+10-1
o 10

34+10—-4-1 8
3+410—-3—-1 o)
IAy|=< +1o—3 >=<7>=36

3410 (4+3)—1
|AwﬂAy|:( +1o—((4i3)) ):10

) — (JAz| + |Ay| — |Az N Ay]), on:

Per tant, N =66 — (28436 —-10) = 12
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7. CAS (d.1)

Equacid: z1+ -+ xp =7
Restriccions: m <x1<s1 i m <z <soil...1irp < xp <sp

Nombre de solucions: Si fem y;, = x; —r;, observem que equival
a comptar el nombre de solucions de |'equacio

mn
vityt+ o Fyn=r—> 1
i=1
amb les restriccions

Ogyiétizsi_ria \V/’L,’LE{].,,TL}

i procedim com en el cas (c.2).
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7. EXEMPLE CAS (d.1)

Equacid: z+y+ 2z =10, x,y,z enters >0
Restriccions: 1 <z <5i2<y<6.

Nombre de solucions, N:
N=Nombre de solucions de =’ +v¢y' + 2 =10—-1 -2 =7, ta.
2y, 2 >0, 2<5-1=4iy <6-2=A4.

AL ={(, ¢y, N+ + 2 =7, 2/ > 5}
A;J ={(«,y, )+ + =7, y >5}

3471
AT R Al B VAW
2
o (34+47-5-1\_ [(4\ _

|A’xﬂA§J|=O: oy >5=—=a'+4y +2>7

9
— ( ) — (|A§C| + | A5 — A ﬁA’y|), on:

Per tant, N=36—-(64+6-0) =24
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8. CAS (d.2)

Equacid: z1+---+xpn =7
Restriccions: 11 <21 <81 0m<120<550...0rp, < xp <38,

Nombre de solucions:

Definim A; = {(z1,...,zn)|r; < z; < s;},

N =|A{UA>U---U Ayp|

Apliquem el P.I.LE. i cada sumand es calcula com en el cas
(d.1).
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (I)

Equacio: z+y+ 2= 10, x,y,z enters >0
Restriccions: 1<z <502<y<6.

Nombre de solucions, N:

Az = {(z,y,2)|z +y+2=10, 1 <z <5)

Ay ={(z,y,2)|le+y+2=10, 2<y <6}

|Az| = n® de solucions de 2/ 4+4'+2' =9, tq. 2/,vy/,2/ > 0,2/ <4

|Ay| = n® de solucions de z'+y'+2' =8, tq. 2/,¢,2’ >0,y <4

|Az N Ay| = n® de solucions de 2/ + ¢’ + 2/ =7, taq.
'y 2 >0,/ <41y <4
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (II)

Calcul de |Ag|:
definim By = {(z/, ¢/, )|z’ + 4 + 2/ =9, 2/,¢/,2/ > 0, 2’ > 5},

3+9-1

Az = | BE| = o |- IBil=
_(11) (34+9-5-1)\_ . .._
_<9> ( 9_& >—55 15 =40
Calcul de |Ay|:

definim By = {(«/,y/, )|’ +y' + 2/ =8, «/,¢/,2 >0, ¢y > 5},

3+8-—-1
3

=<1O>_<3+8_5_1>:45—1o:35

|Ay|—|B |— —|By| —
3 8—5
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (i III)

Calcul de |Az N Ay|: definim
FLU — {($/7y/7zl)|x/ + y/ _I_ Z/ — 77 $/7ylazl Z 07 CCI Z 5}1

Fy={,y, N+ +2 =7, 2,¢,227>0, ¢ >5},

| Az N Ayl = |(Fa: U Fy)¢| =
3—|—7

— |Fx U Fy| =

( ) — (|Fz| 4+ |Fy| — |Fe N EBy|) = 36 —

3+7 5—1 347-5-1 .
- J+ (P ) o)
= —(6—|—6 0) =
=36—12=24

Resultat final: N =40+ 35 —-24 =51
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9. RESUM DE CASOS

Observem que els casos (b1l), (b2), (cl1), (c2), (d1) i (d2) es
poden reduir a casos anteriors utilitzant:

-Canvi de variables (c.v.)

-Principi d’inclusio-exclusio (P.I.E.)

-Calcul del complementari (compl.)

CAS | RESTRICCIONS | REDUIR A | AMB
(b1) N(z; > 1) (a) C.V.

(b2) \/(CIBZ Z Ti) (bl) P.I.E.
(c1) V(z; < 1p) (b1) compl.
(c2) N(z; < 15) (b2) compl.
(d1) | A(ri<z; < s) (c2) C.V.

(d2) \/(7“Z S X; S Si) (d 1) P.I.E.
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A2. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS RECURRENTS
LINEALS A COEFICIENTS CONSTANTS

. Successions recurrents lineals a coeficients constants (r.l.c.)
Resolucid de successions r.l.c. homogenies

Exemples de successions r.l.c. homogenies

Resolucid de successions r.l.c. no homogenies

Exemples de successions r.l.c. no homogenies

Al A
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1. SUCCESSIONS RECURRENTS LINEALS A COE-
FICIENTS CONSTANTS (R.L.C.)

e Successio recurrent lineal a coeficients constants: equacio
recurrent de la forma

an = c1ap_1 + c2ap_2 + -+ cpay_ +bn

on les ¢; sOn constants.

e S'anomena homogénia si b, = 0.
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2. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS R.L.C. HOMOGENIES
(I)

e Equacio recurrent:
an = c1ap—1 +cpap_o>+ -+ cra,_r, Yn>ng (*)

e Valors inicials: apy_1,ang—2,---;apy,—f (%)

Equacid caracteristica:

o clazk_l -+ szk—Q + -t 1T+ ¢

Arrels de I'equacid caracteristica:

b —cqzh—l — ok 2 — i _jx— ¢ =0 <=

< (x—A)"(x—X)"™2 .. . (x — X)) =0

» )\, arrel de multiplicitat m;, Vi =1,...,r
» > '_,m; = k(= ordre de I'eq. recurrent)
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2. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS R.L.C. HOMOGENIES
(I1)

Solucions de (*):

e Si totes les arrels sOon diferents:

Eq. caract. : (x —A)(x—Ap)...(x — X)) =0,
amb Aq,..., )\, diferents.

sSolucions: an = a1 A7 + - - - + agAL,
e Si hi ha arrels repetides:

Eq. caracteristica: (z — A1) (x —Xo)"™2. .. (x — X)) =0
amb A1,... )\, diferents

Solucions: an = p1 (M)A} + -+ + pr(n) A7,
on p;(n) €s un polinomi en n de grau m; — 1.

Solucio de (*) i (**): determinar les k constants que queden
a partir dels k£ valors inicials.
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3. EXEMPLE 1

an = —2a,_1 + 5a,_> + 6a,_3,Yn > 3 (x)
apg — 1,CL1 — 1,&2 =1 (>I<>l<)

Equacio caracteristica: z3 = —222 4+ 5z + 6

Arrels: 23 4+222 - 52 — 6 = 0 <—
(r—2)(z+1)(x+3)=0<«—=z=2,—-1,-3

Solucions de (*): ap = 12" 4+ a>(—1)" 4+ a3z(—3)"
Valors inicials: ag = a1 +ao +a3z3 =1

a1 =2a1 —ap —3az =1

a> =4a1 +ao>+9a3 =1

Solucio del sistema: a1 =8/15,a0 =2/3, a3 = —1/5,

Soluci6 de (¥) i (¥*): ap = &£27 4+ 2(-1)" — £(-3)"
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3. EXEMPLE 2 (I)

an = 7a,_1 — 10a,,_> — 18a,,_3+ 27a,,_4 + 27a,,_5,Yn > 5 (%)
ag =0,a1 = 1l,a0 = —1,a3 = 0,a4 = 1 (%)

Equacid caracteristica:
2 = 72% — 1023 — 1822 4 27z + 27

Arrels: z° — 7x% + 1023 + 1822 — 27z — 27 = 0 <—
(z—3)3(z+1)2=0—=
3 és arrel de multiplicitat 31 —1 és arrel de multiplicitat 2.

Solucions de (*):

an = p1(n)3" +po(n)(—1)" =
= (a1 + aon + a3zn?)3" + (B + Bon) (—1)"
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3. EXEMPLE 2 (i II)

Valors inicials:

ag=a1+ 01 =0

a1 =3a1 +3ax+3a3 - 061 —pF2=1

ap = 9ay + 18ap + 36az + 81 + 20> = —1

az = 27a1 + 8las +243a3 — (1 — 38> =0

ag = 8lay + 324as + 129603 + B1 + 468, = 1

Solucio del sistema: a1 = 93/256,ap, = —7/24,
a3 =5/96,81 = —93/256,0, = —17/65,

Solucio de (*) i (*%):

93 4 5 93 17
ap = (— ——n —n2) 3" + (— ——n
256 24 96 256 064

) (1"
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3. EXEMPLE 3: SUCCESSIO DE FIBONACCI

an = ap_1+ ap_2, ¥n > 2 (*)
ag = 0,a17 = 1 (xx)

Equacio caracteristica: z2 =z + 1

1++v5

Arrels: 22—z —1 =0 <= g = Q‘F.
1++V5 1—+/5

Anomenem rzT,s: 5

Solucions de (*): an = ar™ 4+ Bs"

Valors inicials: agp=a+3=0
al =ar+pPBs=1

Solucio del sistema: o =1/v5, 8= —1//5,

V5 2

Solucio de (*) i (**): anp = - ((14_\@)71_(

2

=)
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4. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-
MOGENIES (I)

e Equacio recurrent:
an = c10p—1 + c2ap_o>+ -+ cra,_r + bn,Vn > ng (*)

e Valors inicials: apy_1,an5-2,--,apy—r (**)
Solucions de (*): an = hn + pn, ON

e (hn)n €s la solucid general de I'equaciod recurrent homogeénia
associada, an = cja,_1 +coay_o2 + -+ + CrGy_L

e (pn)n €s una solucid particular de I'equacié recurrent NO
homogeénia (*)
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4. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-
MOGENIES (i II)

Calcul de (hn)n : Resolucié d'una recurrencia lineal a coefici-
ents constants homogeénia

Calcul de (pn)n : Si g(x) = 0 és l'equacié caracteristica de
I'equacio recurrent homogenia associada,

e Si by = P,(n)r", q(r) £ 0: pp = B(n)r"

e Si by, = Pi(n)r"™, r arrel de g(x) de multiplicitat m:
pn = Pi(n) n™

on Pi(n) representa un polinomi concret en n de grau t i Pi(n)
un polinomi en n de grau ¢t amb coeficients a determinar.
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4. RESOLUCIO DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-
MOGENIES

e Si b, €S suma de termes com els anteriors:
pn €S suma de solucions com les anteriors

Calcul dels coeficients pendents de p;,:
Imposar que p, satisfa I'equacid recurrent NO homogeénia (*)

Solucio de (*) i (**): determinar amb els k valors inicials
les k constants que apareixen a la part h,, de les solucions
an = hn+pn de I'equacio recurrent no homogenia (*) trobades.
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5. EXEMPLE 1 (1)

ap42 = 2ap41 + 8an +n, Vn > 0 (*)
ap = 1,a1 = 0 (xx)

Solucions de (*): an = hn + pn

Calcul de hy:

e Equacio recurrent homogenia: a,4o = 2a,41 + 8an

e Equaci6 caracteristica: ¢(z) =22 -2z —-8=0

o Arrels: 22— 22 —8=0<«= (z—4)(z+2) =0<=z =4,-2

e Solucions: hy, = a14™ 4+ ax(—2)"
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5. EXEMPLE 1 (1II)
Calcul de py:

e Equacid caracteristica de la rec. homogeénia:
g(x) =22 -2z —-8=(z—4)(z+2)=0

¢ by=n=n1" q(1) % 0 — py = (81 + B2 n) 1" —>
pn=01+02n

e pn ha de satisfer (*): p,42 = 2p,4+1 +8pn +n
< B1+B2(n+2) =2(B1+B2n+1))+8(B1+P2n) +n <+
(=962 —1)n+(=901) =0<= (1 =0, o =—-1/9

e Soluci6: p, = —3n
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5. EXEMPLE 1 (i III)

Solucions de (*):

1
an = hn + pn = a14” + a>(—=2)" — §n

Valors inicials:
ap =a1+ap =1
a1 =4a1 —2ap —1/9 =0

Solucio del sistema: a3 = 19/54, ar = 35/54

Solucio de (*) i (*%):
19 35 1

= 4" 4+ —(-2)" - =

=gt T (7 g
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5. EXEMPLE 2 (I)

anzan_l—l—nQ, Vn > 2 (%)
a1 = 1 (xx)

Solucions de (*): an = hn + pn

Calcul de hp:

e Equacio recurrent homogeénia: anp = a,_1
e Equacio caracteristica: g(z) =x—1=0
e Arrels: 1 de multiplicitat 1

e Solucions: h, = a 1" = «
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5. EXEMPLE 2 (II)
Calcul de pp:
e Equacio caracteristica de la rec. homogeénia: g(x) = 2z—1 =20

¢ b, =n?=n?1",
1 arrel de multiplicitat 1 de g(z) — pn = (814082 n+53n2)n 1" —
pn = B1n + Ban? + Bzn>

e p, ha de satisfer (¥): pp =p,,_1 + n? <—
B1n+Ban?+p3n3 = B1 (n—1)+B2 (n—1)2+33 (n—1)3+n? <
(1-3B83)n? 4+ (383 —2B2)n+ (B3 + B2 — B1) =0,Vn <
1-363=0,303—-200=0, 063+ 02— 01 =0
Bz3=1/3,B82=1/2,81 =1/6

o Soluci6: pn, = ¢n + 3n? + n3
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5. EXEMPLE 2 (i III)
Solucions de (*):

1 1 1
an=hn+pn=a+6n+5n2+§n3

Valors inicials:
a1 =a+¢+53+i=1==a=0

Solucio de (*) i (*%):

1 1 1
an = gn + §n2 + §n3
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5. EXEMPLE 3 (1)

anp = —ap_1+6a,_>+2"—1,Vn > 2 (%)
ag = 1,a17 = 2 (xx)

Solucions de (*): an = hn + pn

Calcul de hy:

e Equacio recurrent homogeénia: ap = —a,_1 + 6a,,_o

e Equacié caracteristica: ¢(z) =224+ 2—-6=0

o Arrels: 224+ 2—-6=0«<= (z—-2)(z+3)=0«<=2=2,-3

e Solucions: hp, = a12™ + a>(—3)"
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5. EXEMPLE 3 (1II)
Calcul de pp:

e Equacioé caracteristica de la rec. homogenia: ¢(z) = z2 +
r—6=(x—2)(x+3)=0

e b, =2"—1=2"4 (—-1)1",
2 arrel de multiplicitat 1 de ¢g(x)
1 no és arrel de g(x)

pn =1 n2" 4+ Bo1" = B1n2" + B>

e p, ha de satisfer (*): pn, = —pj,—1 +6pj,_o + 2" — 1 <=
B1n2" 4 B = —(B1(n — 1) 2" 1 + B5) + 6(By (n — 2) 2" 72 +
Br) + 2" —1«=2""2(1081 —4) + (—48>+ 1) = 0 <—

1081 —4=0, 46, +1=0<«=p1=2/5,06=1/4

e Soluci6: p, =2n2"+ 3
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5. EXEMPLE 3 (i III)

Solucions de (*):

2 1
an = hn +pn = 012" + ax(=3)" + Zn2" 4+

Valors inicials:
ag=a1+ar+1/4=1
a1 = 2a1 — 3ao + 21/20 —

Solucio del sistema: a3 = 64/100, ap = 11/100

Solucio de (*) i (*%):
04

an_loo +m( 3) —|— n2 —|——
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