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1. PRINCIPIS BÀSICS (I)

• Dos conjunts A i B tenen el mateix nombre d’elements si

existeix una bijecció f : A −→ B

• Conjunt finit: ∅ o bé existeix una bijecció f : A −→ [n] per

a algun natural n ≥ 1, on [n] = {1,2, . . . , n}.

B Notació: Si existeix f : A −→ [n] bijectiva direm que A és

un n-conjunt i n = |A| = #A és el cardinal de A.

• Conjunt infinit: conjunt no finit
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1. PRINCIPIS BÀSICS (II)

I Si A és un conjunt finit,

1) B ⊆ A ⇒ |B| ≤ |A|
2) B  A ⇒ |B| < |A|
3) (B ⊆ A i |B| = |A| ) ⇒ A = B

I |A| = n ⇒ |{B|B ⊆ A}| = |P(A)| = 2n

I A ∩B = ∅⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|
I A1, . . . , Ak disjunts dos a dos ⇒
⇒ |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |Ak|

I |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
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1. PRINCIPIS BÀSICS (III)

• Producte cartesià dels conjunts A i B:

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

I |A×B| = |A| · |B|

• Si S ⊆ A×B, definim:

si a ∈ A, fa(S) = {b ∈ B|(a, b) ∈ S} ⊆ B

si b ∈ B, cb(S) = {a ∈ A|(a, b) ∈ S} ⊆ A

I |S| =
∑

a∈A

|fa(S)| =
∑

b∈B

|cb(S)|
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1. PRINCIPIS BÀSICS (IV): PRINCIPI DE LES CASE-

LLES

I Si distribuim n objectes en m capses i n > m, almenys una

capsa contindrà dos o més objectes

I Si distribuim n objectes en m capses i n > rm, almenys una

capsa contindrà r+1 o més objectes

I Si f : A −→ B és una aplicació i |A| > |B|, llavors f no pot

ser injectiva
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2. PERMUTACIONS

• Una k-permutació d’un n-conjunt X, és una successió de k

elements diferents de X

B Notació: P (n, k) = nombre de k-permutacions d’un n-

conjunt

I Càlcul: P (n, k) = n(n−1)(n−2) . . . (n−k+1) = nk = n!
(n−k)!,

si 1 ≤ k ≤ n; P (n, k) = 0 si k > n

B Si k = n, P (n, n) = nn = n! = P (n) (permutacions de X)

I El nombre d’aplicacions injectives f : A −→ B,

on |A| = k i |B| = n, és nk

I El nombre d’aplicacions bijectives f : A −→ B,

on |A| = |B| = n, és n!
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3. PERMUTACIONS AMB REPETICIÓ

• Una k-permutació amb repetició d’un n-conjunt X, és una

successió de k elements no necessàriament diferents de X

B Notació: PR(n, k) = nombre de k permutacions amb repe-

tició d’un n-conjunt

I Càlcul: PR(n, k) = nk, si k ≥ 1

I El nombre d’aplicacions f : A −→ B, on |A| = k i |B| = n, és

nk

I El nombre de subconjunts d’un n-conjunt és 2n
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5. COMBINACIONS. NOMBRES BINOMIALS. (I)

• Una k-combinació d’un n-conjunt X, és un k-subconjunt de

X

B Notació: C(n, k) =

(
n
k

)
= nombre de k-subconjunts d’un

n-conjunt. Els nombres

(
n
k

)
s’anomenen binomials.

I Càlcul:

(
n
k

)
=

n!

k! (n− k)!
, si 0 ≤ k ≤ n

I
(

n
0

)
= 1;

(
n
n

)
= 1;

(
n
k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1
k − 1

)
,

si n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n− 1.
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5. COMBINACIONS. NOMBRES BINOMIALS. (II)

I Teorema del binomi. (a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k

I
n∑

k=0

(
n
k

)
= 2n ,

n∑

k=0

(−1)k

(
n
k

)
= 0

I
(

n
k

)
=

(
n

n− k

)
,

(
n
k

)
=

n

k

(
n− 1
k − 1

)

I
(

n
k

) (
k
r

)
=

(
n
r

) (
n− r
k − r

)

I
k∑

r=0

(
n + r

r

)
=

(
n + k + 1

k

)
,

k∑

r=0

(
n + r

n

)
=

(
n + k + 1

n + 1

)

I
k∑

r=0

(
n
r

) (
m

k − r

)
=

(
n + m

k

)
(Identitat de Vandermon-

de)
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5. COMBINACIONS AMB REPETICIÓ. MULTICON-

JUNTS. (I)

• Un k-multiconjunt d’un n-conjunt X, és una selecció no

ordenada de k elements de X no necessàriament diferents

B Notació: M = {xk1
1 , x

k2
2 , . . . , xkn

n } representa el k-multiconjunt

de X = {x1, x2, . . . , xn} que conté ki còpies de l’element xi,

∀i ∈ {1, . . . , n}, on
n∑

i=1

ki = k.

• Una k-combinació amb repetició d’un n-conjunt X, és un

k-multiconjunt de X
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5. COMBINACIONS AMB REPETICIÓ. MULTICON-

JUNTS. (II)

B Notació: CR(n, k) =

((
n
k

))
= nombre de k-combinacions

amb repetició d’un n-conjunt = nombre de k-multiconjunts

d’un n-conjunt

I Càlcul: CR(n, k) =

((
n
k

))
=

(
n + k − 1

k

)

I El nombre de n-eples (x1, . . . , xn), xi ≥ 0 enters, que satisfan

l’equació x1 + x2 + · · ·+ xn = r és

((
n
r

))
=

(
n + r − 1

r

)
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RESUM: NOMBRE DE k-SELECCIONS D’UN n-CONJUNT

SENSE REPETICIÓ AMB REPETICIÓ

ORDENADES P (n, k) = nk PR(n, k) = nk

NO ORDENADES C(n, k) =

(
n
k

)
CR(n, k) =

(
n + k − 1

k

)

RESUM: NOMBRE D’APLIC. f : A −→ B, |A| = k, |B| = n

APLICACIONS APL. INJECTIVES APL. BIJECTIVES

NOMBRE nk nk





n! si n = k,

0 si n 6= k.
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6. NOMBRES MULTINOMIALS

• Una permutació d’un k-multiconjunt és una ordenació dels

elements del multiconjunt

B Notació:

(
k

k1, k2, . . . , kn

)
= nombre de permutacions d’un

k-multiconjunt M = {xk1
1 , x

k2
2 , . . . , xkn

n }, on
n∑

i=1

ki = k. (Nom-

bres multinomials).

I Càlcul:

(
k

k1, k2, . . . , kn

)
=

k!

k1! k2! . . . kn!
.

I Teorema multinomial.

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

∑

i1+···+ik=n

(
n

i1, i2, . . . , ik

)
x

i1
1 . . . x

ik
k
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7. PARTICIONS D’UN CONJUNT (I)

• Una k-partició d’un n-conjunt X és una col.lecció {A1, . . . , Ak}
de subconjunts de X tal que:

(a) Ai 6= ∅, ∀i ∈ {1, . . . k}

(b)
k⋃

i=1

Ai = X

(c) Ai ∩Aj = ∅, si i 6= j

B Notació: el nombre de k-particions d’un n-conjunt és el

nombre de Stirling de segon tipus, S(n, k) =

{
n
k

}

I El nombre d’aplicacions exhaustives f : A −→ B, on |A| = k

i |B| = n, és

{
k
n

}
n!
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7. PARTICIONS D’UN CONJUNT (II)

I
{

0
0

}
= 1 ;

{
n
0

}
= 0, si n ≥ 1.

I Si n ≥ 1:{
n
1

}
= 1 ;

{
n
n

}
= 1 ;

{
n
k

}
= 0, si k > n ;

{
n
2

}
= 2n−1−1.

I Si n ≥ 3, 2 ≤ k ≤ n− 1,{
n
k

}
=

{
n− 1
k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}

• El nombre de particions d’un n-conjunt és Bn =





n∑

k=1





n

k



, si n ≥ 1,

1, si n = 0.

Bn s’anomena nombre de Bell.
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8. NOMBRES DE CATALAN (I)

Considerem els nombres següents:

• An = Nombre d’expressions sintàcticament correctes que es

poden formar amb n parells de parèntesis, és a dir, n parèntesis

que obren i n parèntesis que tanquen.

• Bn = Nombre de paraules de longitud 2n, (x1, x2, . . . , x2n),

tals que xi = ±1,
k∑

i=1

xi ≥ 0, ∀k ∈ {1,2, . . . ,2n−1}, i
2n∑

i=1

xi = 0.

• Cn = Nombre de camins de (0,0) a (2n,0) que es poden

formar amb segments de tipus (i, j)(i + 1, j + 1) i de tipus

(i, j)(i + 1, j − 1) i que no travessen l’eix OX.
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8. NOMBRES DE CATALAN (II)

I Es pot comprovar que An = Bn = Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
. Els

nombres Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
s’anomenen nombres de Catalan.

I Si considerem C0 = 1, els nombres de Catalan satisfan la

recurrència,

Cn = C0Cn−1+C1Cn−2+C2Cn−3+· · ·+Cn−1C0 =
n−1∑

i=0

CiCn−1−i
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9. PARTICIONS D’UN ENTER (I)

• Una k-partició d’un enter n ≥ 1 és una expressió de n com

a suma de k enters > 0 sense tenir en compte l’ordre dels

sumands.

I Podem identificar una k-partició de n amb una k-epla (x1, . . . , xk)

d’enters tals que x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xk ≥ 1 i n = x1+x2+ · · ·+xk.

B Notació:

pk(n) és el nombre de k-particions de n

p(n) és el nombre de particions de n

I Exemples: (4,2,1), (3,2,2) són 3-particions de 7,

ja que 7 = 4 + 2 + 1, 7 = 3 + 2 + 2.
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9. PARTICIONS D’UN ENTER (II)

• Diagrama de Ferrers: representació de la k-partició de n,

(x1, . . . , xk), per mitja de k files amb xi puntets cadascuna

9=5+3+1 9=4+2+2+1

• La partició conjugada de x = (x1, . . . , xk) té per diagrama de

Ferrers el que s’obté transposant el diagrama de Ferrers de x.

B Notació: x′ representa la partició conjugada de x

7=4+2+1 7=3+2+1+1
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9. PARTICIONS D’UN ENTER (III)

I x′′ = x

I Si x és una k-partició de n, x′ és una partició de n amb la

part més gran igual a k.

• Una partició x és autoconjugada si x′ = x

12=5+3+2+1+1

I Una partició és autoconjugada si el diagrama de Ferrers és

simètric respecte a la diagonal
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9. PARTICIONS D’UN ENTER (IV)

I El nombre de k-particions de n és igual al nombre de parti-

cions de n tals que la part més gran és igual a k

I El nombre de particions de n en com a molt k parts és igual

al nombre de particions de n tals que la part més gran és com

a molt k

I El nombre de particions de n en parts senars diferents és

igual al nombre de particions autoconjugades de n

I El nombre de particions de n en parts senars és igual al

nombre de particions de n en parts diferents
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10. PRINCIPI D’INCLUSIÓ-EXCLUSIÓ. DESARRAN-

JAMENTS. (I)

• Considerem una faḿılia de conjunts finits, A1, A2, . . . , An.

Una k-intersecció de A1, A2, . . . , An és un conjunt qualsevol de

la forma Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩Aik amb 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.

B Notació: αk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩Aik|. És a dir,

αk és la suma dels cardinals de totes les k-interseccions.

I Principi d’inclusió-exclusió.

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
n∑

k=1

(−1)k+1αk
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10. PRINCIPI D’INCLUSIÓ-EXCLUSIÓ. DESARRAN-

JAMENTS. (II)

• Un desarranjament de [n] = {1,2, . . . , n} és qualsevol permu-

tació σ de [n] tal que σ(i) 6= i per a tot i = 1,2, . . . , n.

B Notació: Dn = nombre de desarranjaments de [n]

I Càlcul. Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
=

= n!
(

1

0!
− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!

)
=

= n!
(

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n 1

n!

)
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10. PRINCIPI D’INCLUSIÓ-EXCLUSIÓ. DESARRAN-

JAMENTS. (III)

I El nombre d’aplicacions exhaustives f : A −→ B, on |A| = k

i |B| = n, és
n∑

i=0

(−1)n−i

(
n
i

)
ik

• Funció Φ d’Euler: Φ : N −→ N definida per

Φ(n) = |{m | 1 ≤ m ≤ n i mcd(m, n) = 1}|

I Si n = p
α1
1 · · · pαk

k , pi primers diferents, αi ≥ 1, ∀i ∈ {1, . . . , k},
llavors

Φ(n) =
k∏

i=0

p
αi−1
i (pi − 1) = p

α1−1
1 · · · pαk−1

k (p1 − 1) · · · (pk − 1)
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11. DISTRIBUCIONS DE BOLES EN CAPSES (I)

Nombre de distribucions de n boles en k capses, n, k ≥ 1, en

els casos següents:

n k sense màxim 1 bola ḿın. 1 bola
boles capses restriccions per capsa per capsa

num. num. kn

{
kn , si n ≤ k
0 , si n > k

k!

{
n
k

}

num.
no

num

k∑

i=1

{
n
i

} {
1 , si n ≤ k
0 , si n > k

{
n
k

}

no
num

num.

((
k
n

))
=

(
k + n− 1

n

) 



(
k
n

)
, si n ≤ k

0 , si n > k

(
n− 1
n− k

)

no
num

no
num

k∑

i=1

pi(n)

{
1 , si n ≤ k
0 , si n > k

pk(n)
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11. DISTRIBUCIONS DE BOLES EN CAPSES (II)

I El nombre de maneres de distribuir n boles numerades en k

capses numerades de forma que,

. la capsa núm. 1 contingui exactament n1 boles,

. la capsa núm. 2 contingui exactament n2 boles,

· · ·
. la capsa núm. k contingui exactament nk boles,

on n1 + n2 + · · ·+ nk = n,

és el nombre multinomial

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
.
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II. FUNCIONS GENERADORES

1. Sèries formals de potències

2. Funció generadora ordinària

3. Manipulació de funcions generadores

4. Funcions generadores i sèries de potències

5. Nombres binomials generalitzats

6. Successions recurrents

7. Nombres de Catalan

8. Particions d’un enter

9. Funció generadora exponencial

10. Desarranjaments

11. Nombres de Stirling. Nombres de Bell
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1. SÈRIES FORMALS DE POTÈNCIES (I)

• Sèrie formal de potències: expressió del tipus∑

n≥0

anxn, on x és una indeterminada i an ∈ R,∀n ≥ 0

B Operacions amb sèries formals de potències.

Si A(x) =
∑

n≥0

anxn i B(x) =
∑

n≥0

bnxn:

• Suma: A(x) + B(x) =
∑

n≥0

(an + bn)x
n

• Producte per un escalar, α ∈ R: αA(x) =
∑

n≥0

(αan)x
n
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1. SÈRIES FORMALS DE POTÈNCIES (II)

• Producte: A(x)B(x) =
∑

n≥0

cnxn, on cn =
n∑

i=0

aibn−i

• Inversa de A(x): és una sèrie de potències G(x) =
∑

n≥0

gnxn

tal que A(x)G(x) = 1 = 1 + 0 · x + 0 · x2 + . . . .

B Si G(x) és la inversa de A(x), escriurem A(x) =
1

G(x)

I La sèrie A(x) és inversible si, i només si, a0 6= 0

I La sèrie de potències inversa de
∑

n≥0

xn = 1+x+x2 + . . . és

1− x. És a dir,
∑

n≥0

xn =
1

1− x
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2. FUNCIÓ GENERADORA ORDINÀRIA (I)

• La funció generadora ordinària de la successió (an)n≥0 és la

sèrie formal de potències A(x) =
∑

n≥0

anxn

B Exemples:

•
∑

n≥0

xn = 1 + x + x2 + · · · =
1

1− x
és la funció generadora

ordinària de (1,1,1, . . . )

• (1 + x)k és la funció generadora ordinària de
((

k
0

)
,

(
k
1

)
,

(
k
2

)
, . . . ,

(
k
k

)
,0,0, . . .

)
=

((
k
n

))

n≥0
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3. MANIPULACIÓ DE FUNCIONS GENERADORES

(I)

Si A(x) i B(x) són les funcions generadores de les successions

(an)n≥0 i (bn)n≥0 respectivament i α ∈ R,

I A(x) + B(x) és la funció generadora de (an + bn)n≥0

I αA(x) és la funció generadora de (αan)n≥0

I xmA(x) =
∑

n≥m

an−mxn és la funció generadora de (
m︷ ︸︸ ︷

0, . . . ,0, a0, a1, . . . )

I (A(x)− a0 − a1x− · · · − am−1xm−1)/xm =
∑

n≥0

an+mxn és la

funció generadora de (am, am+1, am+2, . . . )
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3. MANIPULACIÓ DE FUNCIONS GENERADORES

(II)

I A(αx) és la funció generadora de (αnan)n≥0 = (a0, αa1, α2a2, . . . )

I A(xm) és la funció generadora de (a0,
m−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . ,0, a1,
m−1︷ ︸︸ ︷

0, . . . ,0, a2,0 . . . )

I A′(x) és la funció generadora de ((n+1)an+1)n≥0 = (a1,2a2,3a3, . . . )

I
∫ x

0
A(t)dt és la funció generadora de (0, a0, a1

2 , a2
3 , a3

4 , . . . )

I A(x)B(x) és la funció generadora de (cn)n≥0,

on cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ anb0 =
n∑

i=0

aibn−i

I A(x)/(1− x) és la funció generadora de (sn)n≥0,

on sn = a0 + a1 + · · ·+ an
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4. FUNCIONS GENERADORES I SÈRIES DE POTÈNCIES

I Si (an)n≥0 és una successió de nombres reals tals que

|an| ≤ kn, per a tot n ≥ 1, llavors la sèrie de potències
∑

n≥0

anxn

convergeix per a tot x ∈
(
−1

k
,
1

k

)
i la seva suma és una funció

A :
(
−1

k , 1
k

)
−→ R tal que existeixen les derivades n-èsimes en

0 i an =
A(n)(0)

n!

I Rećıprocament, si A :
(
−1

k , 1
k

)
−→ R és una funció tal que

les derivades A(n)(0) existeixen ∀n ≥ 0, i definim an =
A(n)(0)

n!
,

llavors A(x) =
∑

n≥0

anxn
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5. NOMBRES BINOMIALS GENERALITZATS (I)

• Si r ∈ R i n és un natural, definim

(
r
n

)
=





rn

n!
, si n ≥ 1

1 , si n = 0

on rn =

n factors︷ ︸︸ ︷
r(r − 1)(r − 2) . . . (r − n + 1)

I Teorema del binomi generalitzat. (1 + x)r =
∑

n≥0

(
r
n

)
xn

I Generalització. (1 + ax)r =
∑

n≥0

(
r
n

)
anxn

I Conseqüència.

1

(1− x)m
=

∑

n≥0

(
m + n− 1

n

)
xn =

∑

n≥0

(
m + n− 1

m− 1

)
xn
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5. NOMBRES BINOMIALS GENERALITZATS (II)

I Casos particulars.

Si m = 1 obtenim
∑

n≥0

xn =
1

1− x

Si m = 2 obtenim
∑

n≥0

(n + 1)xn =
1

(1− x)2

De la igualtat anterior dedüım
∑

n≥0

n xn =
x

(1− x)2
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6. SUCCESSIONS RECURRENTS (I)

• Una successió (an)n≥n0
és recurrent si, llevat dels primers ter-

mes, an es pot obtenir en funció de n i els termes anteriors. És

a dir, es satisfà una equació recurrent, an = f(an0, . . . , an−1, n),

per a tot n ≥ m

B Exemples d’equacions recurrents.

• an = an−1an−2 + 3n

• an = an−1/an−3 + a2
n−5

• an = an−1 + an−2

• Els nombres de Catalan satisfan l’equació recurrent

cn = c0cn−1 + c1cn−2 + · · ·+ cn−1c0, n ≥ 2
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6. SUCCESSIONS RECURRENTS (II)

• Una successió (an)n≥n0
és recurrent d’ordre k si

an = f(an−1, an−2, . . . , an−k, n), per a n ≥ m

I Una successió (an)n≥n0
recurrent d’ordre k queda determi-

nada al conèixer:

• Els k primers termes, an0, an0+1, . . . , an0+k−1

• L’equació recurrent, an = f(an−1, an−2, . . . , an−k, n),

si n ≥ n0 + k
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6. SUCCESSIONS RECURRENTS (III)

Resolució de successions recurrents: trobar el terme general

d’una successió recurrent coneguts l’equació recurrent i els

primers termes

• Mètode d’inducció. Conjecturar una solució i demostrar-la

per inducció

• Mètode d’expansió. Aplicar repetidament l’equació recurrent

fins deduir el terme general

• Funcions generadores. Trobar la funció generadora de la

successió a partir de l’equació recurrent i manipulacions de

funcions generadores, i deduir-ne el terme general
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6. SUCCESSIONS RECURRENTS (IV)

• Una successió és recurrent lineal amb coeficients constants

d’ordre k si satisfà una recurrència de tipus

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + f(n)

on ci són constants per a tot i ∈ {1, . . . k}. Direm que és

homogènia si f(n) = 0 i no homogènia si f(n) 6= 0

I Per a les successions recurrents lineals amb coeficients cons-

tants hi ha un mètode espećıfic de resolució.
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7. NOMBRES DE CATALAN

La successió dels nombres de Catalan, (cn)n≥0, satisfà:

c0 = 1

cn+1 = c0cn + c1cn−1 + c2cn−2 + · · ·+ cnc0, per a tot n ≥ 0

Per tant, la funció generadora dels nombres de Catalan, C(x),

satisfà (C(x)− 1)/x = C(x)2, és a dir, xC(x)2−C(x)+1 = 0,

d’on es dedueix C(x) =
1±√1− 4x

2x

Apliquem el teorema del binomi generalitzat a (1 − 4x)1/2, i

per ser els nombres de Catalan enters positius dedüım

C(x) =
1−√1− 4x

2x
= · · · =

∑

n≥0

1

n + 1

(
2n
n

)
xn

i per tant, cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
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8. PARTICIONS D’UN ENTER (I)

I La funció generadora del nombre de particions, p(n), d’un

enter n és, si considerem p(0) = 1:

P (x) =
∏

i≥1

1

1− xi

I La funció generadora del nombre de particions d’un enter n

tal que n ≤ m és:

Pn≤m(x) =
m∏

i=1

1

1− xi

I La funció generadora del nombre de particions d’un enter n

en parts ≤ k és:

P≤k(x) =
k∏

i=1

1

1− xi
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8. PARTICIONS D’UN ENTER (II)

I La funció generadora del nombre de particions d’un enter n

en parts diferents és:

Pd(x) =
∏

i≥1

(1 + xi)

I La funció generadora del nombre de particions d’un enter n

en parts senars és:

Ps(x) =
∏

i≥1

1

1− x2i−1

I La funció generadora del nombre de particions d’un enter n

en parts parelles és:

Pp(x) =
∏

i≥1

1

1− x2i

I El nombre de particions de n en parts diferents és igual al

nombre de particions de n en parts senars
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9. FUNCIÓ GENERADORA EXPONENCIAL (I)

• La funció generadora exponencial de la successió (an)n≥0 és

la sèrie formal de potències

A(x) =
∑

n≥0

an

n!
xn

B Exemples (I)

• La f.g.e. de la successió (1,1,1, . . . ) és
∑

n≥0

xn

n!
= ex

• La f.g.e. de la successió (1, m, m(m − 1), . . . ) = (mn)n≥0 és

(1 + x)m

• La f.g.e. de la successió (n!)n≥0 és
1

1− x
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9. FUNCIÓ GENERADORA EXPONENCIAL (II)

B Exemples (II)

• 1

1− x
és la f.g.o. de (1,1, . . . ) i la f.g.e. de (n!)n≥0

• (1 + x)m és la f.g.o. de (C(m, n))n≥0 =

((
m
n

))

n≥0
i la

f.g.e. de (P (m, n))n≥0 = (mn)n≥0

• ex és la f.g.o de
(

1

n!

)

n≥0
i la f.g.e. de (1,1, . . . )
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9. FUNCIÓ GENERADORA EXPONENCIAL (III):

MANIPULACIÓ

Si A(x) és la f.g.e. de la successió (an)n≥0, B(x) és la f.g.e.

de la successió (bn)n≥0 i α ∈ R,

I A(x) + B(x) és la f.g.e. de (an + bn)n≥0

I α A(x) és la f.g.e. de (αan)n≥0

I A′(x) és la f.g.e. de (an+1)n≥0

I x A(x) és la f.g.e. de (n an−1)n≥1

I A(x)B(x) és la f.g.e. de (cn)n≥0 on cn =
n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k
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10. DESARRANJAMENTS (I)

• Un desarranjament és una permutació σ de [n] tal que

σ(i) 6= i per a tot i ∈ {1, . . . , n}

B Definim dn = nombre de desarranjaments de [n], si n ≥ 1, i

d0 = 1.

I dn = (n− 1)(dn−1 + dn−2), si n ≥ 2

I n! =
n∑

k=0

(
n
k

)
dn−k
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10. DESARRANJAMENTS (II)

I Si D(x) és la f.g.e. de (dn)n≥0, per ser ex la f.g.e. de

(1,1,1, . . . ), de la propietat anterior es dedueix que exD(x) és

la f.g.e. de (n!)n≥0, és a dir, exD(x) = 1
1−x. Per tant:

D(x) =
e−x

1− x

I dn = ( coeficient de
xn

n!
en D(x) ) =

= n! × ( coeficient de xn en D(x) ) =

= n! × ( coeficient de xn en


 ∑

n≥0

(−1)nxn

n!





 ∑

n≥0

xn


) =

= n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
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11. NOMBRES DE STIRLING I DE BELL (I)

• Nombres de Stirling de segon tipus:

{
n
k

}
= nombre de

k-particions de [n]

I
{

n
k

}
= k

{
n− 1

k

}
+

{
n− 1
k − 1

}
, si 2 ≤ k ≤ n

• La f.g.o. dels nombres de Stirling és, fixat k,

Sk(x) =
∑

n≥0

{
n
k

}
xn

I S0(x) = 1 , S1(x) =
x

1− x

I Sk(x) =
xk

(1− kx) · · · (1− 2x)(1− x)
=

xk

k∏

i=1

(1− ix)
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11. NOMBRES DE STIRLING I DE BELL (II)

I
{

n
k

}
=

1

k!

k∑

i=1

(−1)k−i

(
k
i

)
in

• Nombres de Bell:

Bn = nombre de particions de [n] =
n∑

k=0

{
n
k

}

I Bn+1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bn−k

I Si B(x) és la f.g.e. de (Bn)n≥0, per la propietat anterior

exB(x) és la f.g.e. de (Bn+1)n≥0, però la f.g.e. d’aquesta

successió és B′(x). Per tant, exB(x) = B′(x), d’on es dedueix:

B(x) = e(e
x−1)
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A1. NOMBRE DE SOLUCIONS ENTERES

D’UNA EQUACIÓ

1. Problema a resoldre

2. Cas (a): cap restricció addicional

3. Cas (b1):
∧
(xi ≥ ri)

4. Cas (b2):
∨
(xi ≥ ri)

5. Cas (c1):
∨
(xi ≤ ri)

6. Cas (c2):
∧
(xi ≤ ri)

7. Cas (d1):
∧
(ri ≤ xi ≤ si)

8. Cas (d2):
∨
(ri ≤ xi ≤ si)

9. Resum de casos
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1. PROBLEMA A RESOLDRE

Equació: x1 + · · ·+ xn = r, on n, r són enters positius.

Solucions: n−eples (x1, x2, . . . , xn) d’enters ≥ 0 que satisfan

l’equació.

Observacions: Dues solucions (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)

són iguals si, i només si, xi = yi, ∀i, 1 ≤ i ≤ n.

Exemple: (1,3,5), (3,1,5) són dues solucions diferents de l’e-

quació x1 + x2 + x3 = 9.

Nombre de solucions?

Nombre de solucions amb restriccions?
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2. CAS (a)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Nombre de solucions:

(
n + r − 1

r

)

Observacions: Equival a comptar el nombre de r-multiconjunts

del conjunt {1,2, . . . , n}

EXEMPLE CAS (a)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0

Nombre de solucions, N:

N =

(
3 + 10− 1

10

)
=

(
12
10

)
= 66
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3. CAS (b.1)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: x1 ≥ r1 i x2 ≥ r2 i . . . i xn ≥ rn

Nombre de solucions:
(

n + r −∑n
i=1 ri − 1

r −∑n
i=1 ri

)

Observacions: ri pot ser 0.

Cas particular: Per a calcular el nombre de solucions enteres

estrictament positives de

l’equació x1 + · · ·+ xn = r, considerem les restriccions r1 =

· · · = rn = 1. Per tant,
∑n

i=1 ri = n i el nombre de solucions

és (
n + r − n− 1

r − n

)
=

(
r − 1
r − n

)
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3. EXEMPLE CAS (b.1)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0

Restriccions: x ≥ 3 i y ≥ 2.

Nombre de solucions, N:

N =

(
3 + 10− (3 + 2)− 1

10− (3 + 2)

)
=

(
7
5

)
= 21

Exemple cas particular (b.1)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters > 0

Nombre de solucions, N:

N =

(
10− 1
10− 3

)
=

(
9
7

)
= 36
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4. CAS (b.2)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: x1 ≥ r1 ó x2 ≥ r2 ó . . . ó xn ≥ rn

Nombre de solucions, N:

Definim per a i ∈ {1, . . . , n},
Ai = {(x1, . . . , xn)|x1 + · · ·+ xn = r, xi ≥ ri, }

N = |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|

Si apliquem el P.I.E., els sumands que s’obtenen són del tipus

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik|, i es calculen com en el cas (b.1).
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4. EXEMPLE CAS (b.2)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0

Restriccions: x ≥ 4 ó y ≥ 5.

Nombre de solucions, N:

Ax = {(x, y, z)|x + y + z = 10, x ≥ 4}
Ay = {(x, y, z)|x + y + z = 10, y ≥ 5}
N = |Ax ∪Ay| = |Ax|+ |Ay| − |Ax ∩Ay|, on:

|Ax| =
(

3 + 10− 4− 1
10− 4

)
=

(
8
6

)
= 28

|Ay| =
(

3 + 10− 5− 1
10− 5

)
=

(
7
5

)
= 21

|Ax ∩Ay| =
(

3 + 10− (4 + 5)− 1
10− (4 + 5)

)
= 3

Per tant, N = 28 + 21− 3 = 46
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5. CAS (c.1)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: x1 ≤ r1 ó x2 ≤ r2 ó . . . ó xn ≤ rn

Nombre de solucions, N:

Definim per a i ∈ {1, . . . , n},
Ai = {(x1, . . . , xn)|x1 + · · ·+ xn = r, xi ≥ ri + 1}

N = |Ac
1 ∪Ac

2 ∪ · · · ∪Ac
n| = |(A1 ∩ · · · ∩An)c| =

=

(
n + r − 1

r

)
− |A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An|,

on |A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An| es calcula com en el cas (b.1)
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5. EXEMPLE CAS (c.1)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0

Restriccions: x ≤ 3 ó y ≤ 2.

Nombre de solucions, N:

Ax = {(x, y, z)|x + y + z = 10, x ≥ 4}
Ay = {(x, y, z)|x + y + z = 10, y ≥ 3}
N = |(Ax ∩Ay)c| =

(
3 + 10− 1

10

)
− |Ax ∩Ay|, on:

|Ax ∩Ay| =
(

3 + 10− (4 + 3)− 1
10− (4 + 3)

)
=

(
5
3

)
= 10

Per tant, N = 66− 10 = 56
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6. CAS (c.2)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: x1 ≤ r1 i x2 ≤ r2 i . . . i xn ≤ rn

Nombre de solucions, N:

Definim per a i ∈ {1, . . . , n},
Ai = {(x1, . . . , xn)|x1 + · · ·+ xn = r, xi ≥ ri + 1}

N = |Ac
1 ∩Ac

2 ∩ · · · ∩Ac
n| = |(A1 ∪ · · · ∪An)c| =

=

(
n + r − 1

r

)
− |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|,

on |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| es calcula com el cas (b.2)
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6. EXEMPLE CAS (c.2)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0
Restriccions: x ≤ 3 i y ≤ 2.

Nombre de solucions, N:
Ax = {(x, y, z)|x + y + z = 10, x ≥ 4}
Ay = {(x, y, z)|x + y + z = 10, y ≥ 3}
N = |(Ax ∪Ay)c| =

(
3 + 10− 1

10

)
− |Ax ∪Ay| =

=

(
3 + 10− 1

10

)
− (|Ax|+ |Ay| − |Ax ∩Ay|), on:

|Ax| =
(

3 + 10− 4− 1
10− 4

)
=

(
8
6

)
= 28

|Ay| =
(

3 + 10− 3− 1
10− 3

)
=

(
9
7

)
= 36

|Ax ∩Ay| =
(

3 + 10− (4 + 3)− 1
10− (4 + 3)

)
= 10

Per tant, N = 66− (28 + 36− 10) = 12
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7. CAS (d.1)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: r1 ≤ x1 ≤ s1 i r2 ≤ x2 ≤ s2 i . . . i rn ≤ xn ≤ sn

Nombre de solucions: Si fem yi = xi−ri, observem que equival

a comptar el nombre de solucions de l’equació

y1 + y2 + · · ·+ yn = r −
n∑

i=1

ri

amb les restriccions

0 ≤ yi ≤ ti = si − ri, ∀i, i ∈ {1, . . . , n}
i procedim com en el cas (c.2).
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7. EXEMPLE CAS (d.1)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0
Restriccions: 1 ≤ x ≤ 5 i 2 ≤ y ≤ 6.

Nombre de solucions, N:
N=Nombre de solucions de x′ + y′ + z′ = 10 − 1 − 2 = 7, tq.
x′, y′, z′ ≥ 0, x′ ≤ 5− 1 = 4 i y′ ≤ 6− 2 = 4.

A′x = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 7, x′ ≥ 5}
A′y = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 7, y′ ≥ 5}
N = |(A′x ∪A′y)c| =

(
3 + 7− 1

7

)
− |A′x ∪A′y| =

=

(
9
7

)
−

(
|A′x|+ |A′y| − |A′x ∩A′y|

)
, on:

|A′x| = |A′y| =
(

3 + 7− 5− 1
7− 5

)
=

(
4
2

)
= 6

|A′x ∩A′y| = 0: x′, y′ ≥ 5 =⇒ x′ + y′ + z′ > 7

Per tant, N = 36− (6 + 6− 0) = 24
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8. CAS (d.2)

Equació: x1 + · · ·+ xn = r

Restriccions: r1 ≤ x1 ≤ s1 ó r2 ≤ x2 ≤ s2 ó . . . ó rn ≤ xn ≤ sn

Nombre de solucions:

Definim Ai = {(x1, . . . , xn)|ri ≤ xi ≤ si},

N = |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|

Apliquem el P.I.E. i cada sumand es calcula com en el cas

(d.1).
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (I)

Equació: x + y + z = 10, x, y, z enters ≥ 0

Restriccions: 1 ≤ x ≤ 5 ó 2 ≤ y ≤ 6.

Nombre de solucions, N:

Ax = {(x, y, z)|x + y + z = 10, 1 ≤ x ≤ 5}
Ay = {(x, y, z)|x + y + z = 10, 2 ≤ y ≤ 6}

N = |Ax ∪Ay| = |Ax|+ |Ay| − |Ax ∩Ay|, on:

|Ax| = no de solucions de x′+y′+z′ = 9, tq. x′, y′, z′ ≥ 0, x′ ≤ 4

|Ay| = no de solucions de x′+y′+z′ = 8, tq. x′, y′, z′ ≥ 0, y′ ≤ 4

|Ax ∩Ay| = no de solucions de x′ + y′ + z′ = 7, tq.

x′, y′, z′ ≥ 0, x′ ≤ 4 i y′ ≤ 4
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (II)

Càlcul de |Ax|:
definim Bx = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 9, x′, y′, z′ ≥ 0, x′ ≥ 5},

|Ax| = |Bc
x| =

(
3 + 9− 1

9

)
− |Bx| =

=

(
11
9

)
−

(
3 + 9− 5− 1

9− 5

)
= 55− 15 = 40

Càlcul de |Ay|:
definim By = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 8, x′, y′, z′ ≥ 0, y′ ≥ 5},

|Ay| = |Bc
y| =

(
3 + 8− 1

8

)
− |By| =

=

(
10
8

)
−

(
3 + 8− 5− 1

8− 5

)
= 45− 10 = 35
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8. EXEMPLE CAS (d.2) (i III)

Càlcul de |Ax ∩Ay|: definim

Fx = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 7, x′, y′, z′ ≥ 0, x′ ≥ 5},
Fy = {(x′, y′, z′)|x′ + y′ + z′ = 7, x′, y′, z′ ≥ 0, y′ ≥ 5},

|Ax ∩Ay| = |(Fx ∪ Fy)c| =
=

(
3 + 7− 1

7

)
− |Fx ∪ Fy| =

=

(
9
7

)
− (|Fx|+ |Fy| − |Fx ∩ Fy|) = 36−

−
((

3 + 7− 5− 1
7− 5

)
+

(
3 + 7− 5− 1

7− 5

)
− 0

)
=

= 36− (6 + 6− 0) =

= 36− 12 = 24

Resultat final: N = 40 + 35− 24 = 51
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9. RESUM DE CASOS

Observem que els casos (b1), (b2), (c1), (c2), (d1) i (d2) es

poden reduir a casos anteriors utilitzant:

-Canvi de variables (c.v.)

-Principi d’inclusió-exclusió (P.I.E.)

-Càlcul del complementari (compl.)

CAS RESTRICCIONS REDUIR A AMB
(b1)

∧
(xi ≥ ri) (a) c.v.

(b2)
∨
(xi ≥ ri) (b1) P.I.E.

(c1)
∨
(xi ≤ ri) (b1) compl.

(c2)
∧
(xi ≤ ri) (b2) compl.

(d1)
∧
(ri ≤ xi ≤ si) (c2) c.v.

(d2)
∨
(ri ≤ xi ≤ si) (d1) P.I.E.
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A2. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS RECURRENTS

LINEALS A COEFICIENTS CONSTANTS

1. Successions recurrents lineals a coeficients constants (r.l.c.)

2. Resolució de successions r.l.c. homogènies

3. Exemples de successions r.l.c. homogènies

4. Resolució de successions r.l.c. no homogènies

5. Exemples de successions r.l.c. no homogènies

69



1. SUCCESSIONS RECURRENTS LINEALS A COE-

FICIENTS CONSTANTS (R.L.C.)

• Successió recurrent lineal a coeficients constants: equació

recurrent de la forma

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + bn

on les ci són constants.

• S’anomena homogènia si bn = 0.
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2. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS R.L.C. HOMOGÈNIES

(I)

• Equació recurrent:

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k, ∀n ≥ n0 (*)

• Valors inicials: an0−1, an0−2, . . . , an0−k (**)

Equació caracteŕıstica:

xk = c1xk−1 + c2xk−2 + · · ·+ ck−1x + ck

Arrels de l’equació caracteŕıstica:

xk − c1xk−1 − c2xk−2 − · · · − ck−1x− ck = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (x− λ1)

m1(x− λ2)
m2 . . . (x− λr)mr = 0

I λi arrel de multiplicitat mi, ∀i = 1, . . . , r

I ∑r
i=1 mi = k (= ordre de l’eq. recurrent)
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2. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS R.L.C. HOMOGÈNIES
(II)

Solucions de (*):

• Si totes les arrels són diferents:

Eq. caract. : (x− λ1)(x− λ2) . . . (x− λk) = 0,
amb λ1, . . . , λk diferents.

Solucions: an = α1λn
1 + · · ·+ αkλn

k ,

• Si hi ha arrels repetides:

Eq. caracteŕıstica: (x− λ1)
m1(x− λ2)

m2 . . . (x− λr)mr = 0
amb λ1, . . . λr diferents

Solucions: an = p1(n)λn
1 + · · ·+ pr(n)λn

r ,

on pi(n) és un polinomi en n de grau mi − 1.

Solució de (*) i (**): determinar les k constants que queden
a partir dels k valors inicials.
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3. EXEMPLE 1

an = −2an−1 + 5an−2 + 6an−3,∀n ≥ 3 (∗)
a0 = 1, a1 = 1, a2 = 1 (∗∗)

Equació caracteŕıstica: x3 = −2x2 + 5x + 6

Arrels: x3 + 2x2 − 5x− 6 = 0 ⇐⇒
(x− 2)(x + 1)(x + 3) = 0 ⇐⇒ x = 2,−1,−3

Solucions de (*): an = α12
n + α2(−1)n + α3(−3)n

Valors inicials: a0 = α1 + α2 + α3 = 1

a1 = 2α1 − α2 − 3α3 = 1

a2 = 4α1 + α2 + 9α3 = 1

Solució del sistema: α1 = 8/15, α2 = 2/3, α3 = −1/5,

Solució de (*) i (**): an = 8
152

n + 2
3(−1)n − 1

5(−3)n
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3. EXEMPLE 2 (I)

an = 7an−1 − 10an−2 − 18an−3 + 27an−4 + 27an−5,∀n ≥ 5 (∗)
a0 = 0, a1 = 1, a2 = −1, a3 = 0, a4 = 1 (∗∗)

Equació caracteŕıstica:

x5 = 7x4 − 10x3 − 18x2 + 27x + 27

Arrels: x5 − 7x4 + 10x3 + 18x2 − 27x− 27 = 0 ⇐⇒
(x− 3)3(x + 1)2 = 0 =⇒
3 és arrel de multiplicitat 3 i −1 és arrel de multiplicitat 2.

Solucions de (*):

an = p1(n)3n + p2(n)(−1)n =

= (α1 + α2n + α3n2)3n + (β1 + β2n)(−1)n
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3. EXEMPLE 2 (i II)

Valors inicials:

a0 = α1 + β1 = 0

a1 = 3α1 + 3α2 + 3α3 − β1 − β2 = 1

a2 = 9α1 + 18α2 + 36α3 + β1 + 2β2 = −1

a3 = 27α1 + 81α2 + 243α3 − β1 − 3β2 = 0

a4 = 81α1 + 324α2 + 1296α3 + β1 + 4β2 = 1

Solució del sistema: α1 = 93/256, α2 = −7/24,

α3 = 5/96, β1 = −93/256, β2 = −17/65,

Solució de (*) i (**):

an =
(

93

256
− 7

24
n +

5

96
n2

)
3n +

(
− 93

256
− 17

64
n

)
(−1)n
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3. EXEMPLE 3: SUCCESSIÓ DE FIBONACCI

an = an−1 + an−2, ∀n ≥ 2 (∗)
a0 = 0, a1 = 1 (∗∗)

Equació caracteŕıstica: x2 = x + 1

Arrels: x2 − x− 1 = 0 ⇐⇒ x =
1±√5

2
.

Anomenem r =
1 +

√
5

2
, s =

1−√5

2
.

Solucions de (*): an = αrn + βsn

Valors inicials: a0 = α + β = 0
a1 = αr + βs = 1

Solució del sistema: α = 1/
√

5, β = −1/
√

5,

Solució de (*) i (**): an =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−√5

2

)n)
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4. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-

MOGÈNIES (I)

• Equació recurrent:

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + bn, ∀n ≥ n0 (*)

• Valors inicials: an0−1, an0−2, . . . , an0−k (**)

Solucions de (*): an = hn + pn, on

• (hn)n és la solució general de l’equació recurrent homogènia

associada, an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k

• (pn)n és una solució particular de l’equació recurrent NO

homogènia (*)
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4. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-

MOGÈNIES (i II)

Càlcul de (hn)n : Resolució d’una recurrència lineal a coefici-

ents constants homogènia

Càlcul de (pn)n : Si q(x) = 0 és l’equació caracteŕıstica de

l’equació recurrent homogènia associada,

• Si bn = Pt(n) rn, q(r) 6= 0: pn = P̃t(n) rn

• Si bn = Pt(n) rn, r arrel de q(x) de multiplicitat m:

pn = P̃t(n)nm rn

on Pt(n) representa un polinomi concret en n de grau t i P̃t(n)

un polinomi en n de grau t amb coeficients a determinar.
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4. RESOLUCIÓ DE SUCCESSIONS R.L.C. NO HO-

MOGÈNIES

• Si bn és suma de termes com els anteriors:

pn és suma de solucions com les anteriors

Càlcul dels coeficients pendents de pn:

Imposar que pn satisfà l’equació recurrent NO homogènia (*)

Solució de (*) i (**): determinar amb els k valors inicials

les k constants que apareixen a la part hn de les solucions

an = hn+pn de l’equació recurrent no homogènia (*) trobades.
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5. EXEMPLE 1 (I)

an+2 = 2an+1 + 8an + n , ∀n ≥ 0 (∗)
a0 = 1, a1 = 0 (∗∗)

Solucions de (*): an = hn + pn

Càlcul de hn:

• Equació recurrent homogènia: an+2 = 2an+1 + 8an

• Equació caracteŕıstica: q(x) = x2 − 2x− 8 = 0

• Arrels: x2− 2x− 8 = 0 ⇐⇒ (x− 4)(x +2) = 0 ⇐⇒ x = 4,−2

• Solucions: hn = α14
n + α2(−2)n
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5. EXEMPLE 1 (II)

Càlcul de pn:

• Equació caracteŕıstica de la rec. homogènia:

q(x) = x2 − 2x− 8 = (x− 4)(x + 2) = 0

• bn = n = n1n, q(1) 6= 0 −→ pn = (β1 + β2 n) 1n −→
pn = β1 + β2 n

• pn ha de satisfer (*): pn+2 = 2pn+1 + 8pn + n

⇐⇒ β1 + β2(n+2) = 2(β1 + β2(n+1))+8(β1 + β2 n)+n ⇐⇒
(−9β2 − 1)n + (−9β1) = 0 ⇐⇒ β1 = 0, β2 = −1/9

• Solució: pn = −1
9n
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5. EXEMPLE 1 (i III)

Solucions de (*):

an = hn + pn = α14
n + α2(−2)n − 1

9
n

Valors inicials:

a0 = α1 + α2 = 1

a1 = 4α1 − 2α2 − 1/9 = 0

Solució del sistema: α1 = 19/54, α2 = 35/54

Solució de (*) i (**):

an =
19

54
4n +

35

54
(−2)n − 1

9
n
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5. EXEMPLE 2 (I)

an = an−1 + n2 , ∀n ≥ 2 (∗)
a1 = 1 (∗∗)

Solucions de (*): an = hn + pn

Càlcul de hn:

• Equació recurrent homogènia: an = an−1

• Equació caracteŕıstica: q(x) = x− 1 = 0

• Arrels: 1 de multiplicitat 1

• Solucions: hn = α 1n = α
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5. EXEMPLE 2 (II)

Càlcul de pn:

• Equació caracteŕıstica de la rec. homogènia: q(x) = x−1 = 0

• bn = n2 = n2 1n,

1 arrel de multiplicitat 1 de q(x) −→ pn = (β1+β2 n+β3n2)n1n −→
pn = β1 n + β2 n2 + β3 n3

• pn ha de satisfer (*): pn = pn−1 + n2 ⇐⇒
β1 n+β2 n2+β3 n3 = β1 (n−1)+β2 (n−1)2+β3 (n−1)3+n2 ⇐⇒
(1− 3β3)n2 + (3β3 − 2β2)n + (−β3 + β2 − β1) = 0,∀n ⇐⇒
1− 3β3 = 0, 3β3 − 2β2 = 0, −β3 + β2 − β1 = 0 ⇐⇒
β3 = 1/3, β2 = 1/2, β1 = 1/6

• Solució: pn = 1
6n + 1

2n2 + 1
3n3
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5. EXEMPLE 2 (i III)

Solucions de (*):

an = hn + pn = α +
1

6
n +

1

2
n2 +

1

3
n3

Valors inicials:

a1 = α + 1
6 + 1

2 + 1
3 = 1 =⇒ α = 0

Solució de (*) i (**):

an =
1

6
n +

1

2
n2 +

1

3
n3
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5. EXEMPLE 3 (I)

an = −an−1 + 6an−2 + 2n − 1 , ∀n ≥ 2 (∗)
a0 = 1, a1 = 2 (∗∗)

Solucions de (*): an = hn + pn

Càlcul de hn:

• Equació recurrent homogènia: an = −an−1 + 6an−2

• Equació caracteŕıstica: q(x) = x2 + x− 6 = 0

• Arrels: x2 + x− 6 = 0 ⇐⇒ (x− 2)(x + 3) = 0 ⇐⇒ x = 2,−3

• Solucions: hn = α12
n + α2(−3)n
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5. EXEMPLE 3 (II)

Càlcul de pn:

• Equació caracteŕıstica de la rec. homogènia: q(x) = x2 +

x− 6 = (x− 2)(x + 3) = 0

• bn = 2n − 1 = 2n + (−1)1n ,

2 arrel de multiplicitat 1 de q(x)
1 no és arrel de q(x)

}
=⇒

pn = β1 n2n + β21
n = β1 n2n + β2

• pn ha de satisfer (*): pn = −pn−1 + 6pn−2 + 2n − 1 ⇐⇒
β1 n2n + β2 = −(β1 (n − 1)2n−1 + β2) + 6(β1 (n − 2)2n−2 +

β2) + 2n − 1 ⇐⇒ 2n−2(10β1 − 4) + (−4β2 + 1) = 0 ⇐⇒
10β1 − 4 = 0, −4β2 + 1 = 0 ⇐⇒ β1 = 2/5, β2 = 1/4

• Solució: pn = 2
5 n2n + 1

4
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5. EXEMPLE 3 (i III)

Solucions de (*):

an = hn + pn = α12
n + α2(−3)n +

2

5
n2n +

1

4

Valors inicials:

a0 = α1 + α2 + 1/4 = 1

a1 = 2α1 − 3α2 + 21/20 = 2

Solució del sistema: α1 = 64/100, α2 = 11/100

Solució de (*) i (**):

an =
64

100
2n +

11

100
(−3)n +

2

5
n2n +

1

4
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