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1. LOGICA I RAONAMENT (I). PROPOSICIONS

e Proposicio. Afirmacio que és falsa o certa, perd no les dues
coses alhora.
> Exemples. " Avui plou”, " El quadrat de 2 és 5" son propo-
sicions. "x > 2", "Has llegit aquest llibre?”, " Mira!” no son
proposicions.

e VValors de veritat. Una proposicio pren el valor 1 si és certa
I O si és falsa.

e Variable proposicional. Representa una proposicio arbitraria,
amb un valor de veritat no determinat. Normalment utilit-
zarem les lletres p, q, r, ... per a representar proposicions
arbitraries.

e Connectius logics. Serveixen per combinar proposicions i
formar-ne de noves.



1. LOGICA I RAONAMENT (II). CONNECTIUS

e Connectiu —. Equival a no en llenguatge natural. —p és una
proposicio certa si p és falsa, i falsa si p é€s certa.

e Connectiu N. Equival a i en llenguatge natural. p A g é€s una
pProposicio certa si p i g sOn certes, i falsa si alguna de les dues
és falsa.

e Connectiu V. Equival a o (inclusiu) en llenguatge natural.
pV g €S una proposicio certa si p és certa o si g és certa, i falsa
Si p i g sOn falses.

e Connectiu —. Equival a Si...llavors... en llenguatge natural.
p — g €S una proposicid certa si p és falsa o g és certa, i és
falsa si p és certa i q és falsa.



1. LOGICA I RAONAMENT (III). CONNECTIUS

e Connectiu <. Equival a ...si, i només si,... en llenguatge
natural. p <= g és una proposiciod certa si les dues s6n certes o
les dues soOn falses, i és falsa si una és certa i I'altra falsa.

e Connectiu @&. Equival a O bé...o bé... (o exclusiu) en
llenguatge natural. p@q és una proposicié certa si una és falsa
i I"altra és certa, i és falsa si les dues son certes o0 les dues sOn
falses.

e [aules de veritat. Donen el valor de veritat de proposicions
obtingudes amb connectius |0gics en funcid dels valors de ve-
ritat de les variables proposicionals.

P 9 |PANGg|PVqg|p—q|pq | pDyg
p|p 0|0 O O 1 1 O
O 1 0|1 O 1 1 O 1
1] 0 110 O 1 O O 1

11 1 1 1 1 O

Taules de veritat de connectius 10gics



1. LOGICA I RAONAMENT (IV). TAUTOLOGIES

e Tautologia. Proposicio certa per a qualsevol valor que pren-
guin les variables proposicionals. Es a dir, tots els valors de la
taula de veritat d'una tautologia sén 1.

> Exemple. pV —p

e Contradiccio. Proposicio falsa per a qualsevol valor que
prenguin les variables proposicionals. Es a dir, tots els valors
de la taula de veritat d’una contradiccio son 0.

> Exemple. p A —p

» Algunes tautologies.
p—pVq
PANg—D
((p—q)Ap) —q
((p—q@) A=q) — —p
((pVaqg)AN=p)—gq
(p—)AN(@—71))—=(@—T)



1. LOGICAI RAONAMENT (V). EQUIVALENCIA LOGICA

e Equivaléncia Iogica. Dues proposicions son logicament equi-
valents si tenen la mateixa taula de veritat.

> Notacidé. Escriurem p & g si les proposicions p, g son
l60gicament equivalents.

» Algunes equivaléncies logiques.
—(—p) < p (doble negacio)
pAq< qgAp (commutativitat)
pVqg< qgVp (commutativitat)
pA(gAT) <= (pAqg) ANr (associativitat)
pV(gVr)s (pVq) Vr (associativitat)
pA(gVvVr)e (pAq)V (pAr) (distributivitat)
pV(gAT)< (pVag) AN(pVr) (distributivitat)
—-(pAq) < —pV —q (llei de De Morgan)
—(pV q) < —pA—q (llei de De Morgan)
p—q&pVeg, —(p—q)EpAg
p — q < —q — —p (contrareciproc)



1. LOGICA I RAONAMENT (VI). PREDICATS

e Predicat. Afirmacio que depen d'una o més variables.
> Notacio. P(x), P(x,y), etc.

e Univers de discurs. Conjunt U no buit de valors que poden
prendre les variables d’'un predicat.

e Quantificadors V¥V, 4, 4.

VxP(x) equival a "per a tot valor de x, P(x)"

JxP(x) equival a "existeix un valor x tal que P(x)"
FlxzP(x) equival a "existeix un uanic valor x tal que P(x)"



1. LOGICA I RAONAMENT (VII). PREDICATS

> Exemple: Formalitzacid de predicats. Si U = C,

El quadrat de tot nombre real és positiu; Vz(z € R — 22 > 0)
Existeix un nombre real tal que el seu quadrat és 2:

Jz(z € RA 22 = 2)

Existeix un unic nombre natural tal que el seu quadrat és 4:
Jlz(z € NA 22 = 4)

> Exemple. Si U = {a,b,c}, llavors:
VxP(x) equival a P(a) A P(b) A P(c)
JxP(x) equival a P(a) VvV P(b) V P(c)
AxP(x) equival a (P(a) A —P(b) AN =P(c))V
V(=P(a) N P(b) AN=P(c)) V (=P(a) N —=P(b) A P(c))



1. LOGICA I RAONAMENT (VIII). PREDICATS

» Negacio d'expressions amb quantificadors.

—VaxP(x) é€s equivalent a Jz—P(x).
—3xP(x) és equivalent a Vz—P(x)

» Commutativitat dels quantificadors.
VeVyP(x,y) < VyVaeP(x,y)

JxIyP(x,y) < JydzP(x,y)

VedyP(x,y) i JyveP(x,y) NO son equivalents.



1. LOGICA I RAONAMENT (IX). PREDICATS

» Un predicat amb totes les variables quantificades o substi-
tuides per valors concrets de l'univers de discurs és una pro-
POSICiO.

e La proposicio VxP(x) és certa si el predicat P(x) és cert per
a tot valor de x € U.

e La proposicio dJxP(x) és certa si el predicat P(x) és cert per
a almenys un valor de z € U.

e La proposicio 'z P(x) és certa si el predicat P(x) és cert per
a un i només un valor de x € U.
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1. LOGICA I RAONAMENT (X)

e Axioma. Proposicido que assumim certa en una teoria deter-
minada.

e Teorema. Afirmacio que es pot provar que és certa en una
teoria determinada.

e Demostracio. Argument per a provar un teorema. S'utilitzen
regles d’'inferéncia que es deriven de tautologies.

> Notacido. Escriurem p = q si es pot deduir la certesa de g

a partir de la certesa de p, és a dir, si la proposicido p — g és
certa.
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1. LOGICAI RAONAMENT (XI). REGLES D'INFERENCIA
» Tautologia: p — pV q. Regla d'inferencia (addicio):
De p certa, deduim que pV g és certa.

» Tautologia: p A g — p. Regla d'inferencia (simplificacio):
De p A q certa, deduim que p és certa.

» Tautologia: ((p — q) Ap) — q. Regla d’'inferencia (modus
ponens). De p — ¢q i p certes, deduim que g és certa.

» Tautologia: ((p — qg) A—q) — —p. Regla d'inferéncia (modus
tollens). De p — q i —qg certes, deduim que —p és certa.
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1. LOGICAIRAONAMENT (XII). REGLES D’'INFERENCIA

» Tautologia: ((pVvVg)A—p) — q. Regla d'inferéncia (sil'logisme
disjuntiu). De pV q i —p certes, deduim que ¢ és certa.

» Tautologia: ((p - ¢g) AN(gq — 1)) — (p — r). Regla d'in-
ferencia (sil'logisme hipoteétic): De p — q i ¢ — r certes, de-
duim que p — r és certa.

» Errors més frequents (fallacies).

De p — q i g certes, NO es pot deduir que p sigui certa.
De p — g i —p certes, NO es pot deduir que —q sigui certa.
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1. LOGICA I RAONAMENT (XIII). DEMOSTRACIO
DE p — ¢

» Com demostrar p — q.

1. Provar que p és sempre falsa. Si p és falsa, llavors la impli-
cacio p — g és certa.

2. Provar que q é€s sempre certa. Si q és certa, llavors la im-
plicacio p — g és certa

3. Prova directa. Deduir q a partir de p.
4. Contrareciproc. Es equivalent a demostrar —¢ — —p

5. Reduccio a I’absurd. Es equivalent a deduir una contradic-
Ci0 a partir de p A —q

6. Demostracio per casos. (p1VpoV:---Vpr) — q €S equivalent
a demostrar p;1 —wqipr —qi... i pr—gq
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1. LOGICA I RAONAMENT (XIV). DEMOSTRA-
CIONS

» Demostrar p — (¢ A7) equival a demostrar p — g i p — 7.
» Demostrar p — (¢ VvV r) equival a demostrar (p A —g) — .
» Demostrar p «» g equival a demostrar p - qgiq—p

» Demostrar que les condicions pi,po,...,pr SON equivalents
equival a demostrar pq <> pp <~ --- < pr, O bé

pPL —PpP2— " —Pr —P1-
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1. LOGICA I RAONAMENT (XV). DEMOSTRACIONS
I QUANTIFICADORS

» Demostracio de VzP(x).

> Fer una demostracié generica de P(x), és a dir, que sigui
valida per a qualsevol valor de z.

> Reduccio a I'absurd: arribar a contradiccio a partir de 3z—P(x)

» Demostracio de JxP(x).

> Trobar un element concret ¢ tal que la proposicidé P(c) sigui
certa

> Reduccié a I'absurd: arribar a contradiccio a partir de Va—P(x)

» Demostrar —=VzP(xz) és equivalent a demostrar dz—P(xz). En
aquest cas, si ¢ és tal que la proposicidé —P(c) és certa, direm
que ¢ és un contraexemple de VxP(x)

» Demostrar =3z P(x) és equivalent a demostrar Va—P(x)
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1. LOGICA I RAONAMENT (XVI). PRINCIPI
D’'INDUCCIO SIMPLE

» Considerem una propietat P(n) que depeénden € Z, i ng € Z.
Si es compleixen les dues condicions seguents:

1. P(ng) és certa,

2. Vn >ng, (P(n) certa = P(n+ 1) certa ),

llavors Vn > ng, P(n) és certa.

» Considerem una propietat P(n) que depénden € Z, i ng € Z.
Si es compleixen les dues condicions seguents:
1. P(ng) és certa,

2. Vn > ng, (P(n—1) certa = P(n) certa ),
llavors VYn > ng, P(n) és certa.
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1. LOGICA I RAONAMENT (XVII). PRINCIPI
D’'INDUCCIO COMPLETA

» Considerem una propietat P(n) que dependen € Z, i ng € Z.
Si es compleixen les dues condicions seguents:

1. P(ng) és certa,

2. Vn > ng, ((Vk, ng <k <n, P(k) certa ) = P(n) certa),
llavors VYn > ng, P(n) és certa.
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2. CONJUNTS (1)

e Conjunt: col.leccio d'objectes, que anomenem elements del
conjunt.

> Terminologia: un element pertany a un conjunt o esta con-
tingut a un conjunt; un conjunt conté un element;

> Notacio: escriurem a € A si a és un element del conjunt A |
a ¢ A si no ho és

e Conjunts iguals: tenen els mateixos elements.

> Observacio: a un conjunt no hi ha elements repetits, ni es
té en compte l'ordre dels elements

e Conjunt buit: no conté cap element
> Notacio: @ o bé {} representen el conjunt buit
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2. CONJUNTS (II)

e Descripcid d'un conjunt.

Per extensid: enumerem tots els seus elements.

> Exemple. A= {1,30,9,®,*,2/3}

Per comprensio: donem una propietat que caracteritza els ele-
ments del conjunt.

> Exemple. A={x|xz=3k, kecZ}

e Conjunts numerics:

N={0,1,2,...}

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}
Q={p/q|p,q€Z,q#0}

R conjunt format per tots els nombres reals

C conjunt format per tots els nombres complexos

20



2. CONJUNTS (III). SUBCONJUNTS
e B és un subconjunt de A si tot element de B és de A
> Notacio: escriurem BC A 6 B C A si B és subconjut de A;

B ¢ A'si B no és subconjuntde A; BGCAsiBCAiA#B

» BCA<— (Vx)(x e B=x € A)
» O C A, per a tot conjunt A

» A=B<«<— ACBIiBCA
» A=B<—= (Vx)(r€e A=xecBixeB=xcA)

e Conjunt de les parts: P(A) ={B|B C A}
» g P(A) i AecP(A), per a tot conjunt A
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2. CONJUNTS (IV). CARDINAL

e Cardinal d'un conjunt: si existeix un natural n tal que A té
n elements direm que A és un conjunt finit de cardinal n o bé
que A és un n-conjunt. Un conjunt és infinit si no és finit.

> Notacio: #A, |A]

Exemples: N,Z,Q,R,C son infinits;
{x|x € Z,—203 < x < 1078} és finit.

» Si A és un conjunt finit,

1) BC A= |B|<|A

2) BG A= |B| < |A|

3) BC A= (|B|=|Al & A= B)
> |[Al =n=|P(A)| =2"

22



2. CONJUNTS (V). PRODUCTE CARTESIA

e Parell ordenat: element de la forma (a,b)
Igualtat de parells ordenats: (a,b) = (¢,d) < a=cib=d

e Producte cartesia dels conjunts A i B:
Ax B={(a,b)la € A,b € B}

» Si Ai B son finits, |A x B| = |A| - |B|
e n-pla ordenada: element de la forma (a1,ao,...,an)
Igualtat de n-ples ordenades: (a1,a,...,an) = (b1,bo,...,bn) <

a; = b;, Vi € {1,2,...,77,}

e Producte cartesia dels conjunts Ay, Ao, ..., Apn:

» Si Aq,...,An sON finits, |A1 XAQX---XAn| = |A1||A2||An|
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2. CONJUNTS (VI). INTERSECCIO

e La interseccio dels conjunts A i B és el conjunt format per
tots els elements que son alhora de A i de B. La interseccio
dels conjunts A;, « € I, és el conjunt format pels elements que
sOn alhora de tots els conjunts A;, = € I.
> Notacio: ANB={xz|z€ Aixe B}
ﬂAiZ{aj‘l\V/iEI,QEEAi}
icl

» Si A, B,C sOn conjunts amb elements d'U, conjunt universal,
ANA=A

ANBCA, AnBCB

AN =g, AnU=A

ANB=BnNA

ANn(BNnC)=(AnB)NC

ACB<«—A=ANBRB

» Si A, B son conjunts finits, |AN B| < |A|, | AN B| < |B|

e A i B sOn conjunts disjunts si ANB =
24



2. CONJUNTS (VII). UNIO

e La unio dels conjunts A i B és el conjunt format per tots
els elements que son de A o0 de B. La unio dels conjunts A;,
1 € I, és el conjunt format pels elements que son d’'algun dels
conjunts A;, ¢ € 1.

> Notacio: AUB={x|z€ A0 xe€ B}

UAZ={$|E|Z€I,$€AZ}
el

» Si A, B,C sOn conjunts amb elements d'U, conjunt universal,
AUA=A

ACAUB, BCAUB

AU =A, AuU =U

AUB=BUA

AJUBUC)=(AuB)UC

ACB<«— AUB=RB

AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
Au(BNC)=(AuB)N(AUC)

25



2. CONJUNTS (VIII). UNIO
» Si A, B son conjunts finits, |A| < |AUB|, |B| <|AU B|
» Si A i B son conjunts finits disjunts, |AU B| = |A| 4+ | B|

» Si Aq,..., Ap sONn conjunts finits disjunts dos a dos,
A1 U U An| = A1+ - + |An]

» Principi d’inclusio-exclusio.

Si A, B son conjunts finits, |AU B| = |A|+ |B| — |AN B|

Si A, B, (' son conjunts finits,

| AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+4+|ANBNC]|
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2. CONJUNTS (IX). DIFERENCIA

e La diferéncia dels conjunts A i B és el conjunt format per
tots els elements que son de A i no sOn de B.

> Notacio: AN B={z|lx€cAix ¢ B}

» A, B conjunts qualssevol,

A~BCA
AN A=y,
AN =A

ANB=A~ANB

» Si A, B son conjunts finits, |A\ B| = |A| — |AN B|
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2. CONJUNTS (X). COMPLEMENTARI

e El complementari del conjunt A, format per elements d'un

conjunt universal U, és el conjunt U ~ A format per tots els
elements que no so6n de A.

> Notacié: A=U~A={z|z¢ A}

» ANA=90, AUA=U
A=A
ANB=AUB, AUB=ANB
ACB&BCA

» Si A és un conjunt finit format per elements d’'un conjunt
universal U, |A| = |U| — |A].
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2. CONJUNTS (XI). DIFERENCIA SIMETRICA

e La diferéncia simétrica dels conjunts A i B és el conjunt
format pels elements que son de A 6 de B perd no de tots dos
conjunts alhora.

> Notacio: AAB=A®dB={z|lxr€ AUBiz¢ ANB}

» A NAB=A®PB=AUB~ANB=(A~B)U(B-\A)
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2. CONJUNTS (XII). REPRESENTACIO BINARIA

e Si U= {x1,z0,...,zpn} €S un conjunt finit, associem a cada
conjunt A C U la paraula binaria (ai,ao,...,an) de longitud n

a; = 1, Si x; € A,
tal que _
a; = 0, Sl x; ¢A

Direm que (aq,ao,...,an) €S la representacio binaria de A.
» La representacio binaria de U és (1,1,...,1)
La representacio binaria de @ és (0,0,...,0)

» Si les representacions binaries de A, B C U sOn respectiva-
ment (a1,ao,...,an) i (by,bo,...,by), llavors la representacio
binaria de: ANBés (...,a;\Nb;,...)

AUBés (...,a; Vb;,...)

A és (...,—ICLZ‘,...)

A~NBés (...,a; AN—b;,...)

A®Bés (...,a;Db;,...)

30



2. CONJUNTS (XIII). NOMBRES BINOMIALS

e EIl nhombre binomial Z’ és el nombre de subconjunts de

cardinal k£ d'un conjunt de cardinal n.

- (3)=u(2) =
(2= (3) =
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2. CONJUNTS (XIV). NOMBRES BINOMIALS

n
» Teorema del binomi. (a+b)"= Y ( . ) akpnk
k=0

> Vn > 0, zn: (Z’):Q”; Vn > 1, zn:(—1)k<z>:o.

k=0 k=0

(1) =(a") - () =5(im1)

k
> > (:) ( kTr> = (n—Zm) (Identitat de Vandermon-
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3. APLICACIONS (I)

e Una aplicacio f entre dos conjunts no buits A, B és una
correspondéncia que a cada element de A |i assigna un unic
element de B.

> Notacio: f : A — B representa una aplicacio de A en B.
Direm que A és el conjunt de sortida o domini i B el conjunt
d'arribada de f. Escriurem f(a) = b si f assigna l'element
be B al'element a € A. Direm que b és la imatge de a per f
I que a és una antiimatge de b per f.
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4. APLICACIONS (II). FUNCIONS IMPORTANTS

e Funcio part entera inferior. f: R — Z,
f(x) = |x] = max{n € Z|n < x}
e Funcio part entera superior. f . R — Z,
f(x) = [x] = min{n € Z|n > z}

e Funcié polindmica. f :R — R, f(z) =anx™ 4+ ---+a1x+ ag

e Funcio exponencial. Fixat a € R, f, : R — R, fo(x) = a”
e Funcié logaritmica. Fixat a € R, f4: RT — R, fo(z) = logax

e Funcio factorial. f: N — N definida recursivament.:

f(0)=1, f(n)=nf(n—-1), sin>1.
Per tant, f(n) =n(n—-1)(n—-2)...3-2-1 =n!

» Per a n suficientment gran,
1<Inn<n<ninn<n?2<n3<2n<3n <l <nh
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3. APLICACIONS (III)

Si f: A— B és una aplicacio, X C AiY C B,

e El conjunt imatge de X és f(X) = {f(x)|lx € X} C B; en
particular, el conjunt imatge de f és Imf = f(A) = {f(a)|a €
A}

e El conjunt antiimatge de Y és f~1(Y) = {a € A|f(a) €Y} C

A. Sibe B escriurem f~1(b) = f~1({b}) = {a € A|f(a) = b} C
A.

> Observacio: f~1(b), b € B, pot ser buit, tenir un unic ele-
ment o tenir-ne més d’'un.
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3. APLICACIONS (IV)

e Igualtat d’aplicacions: Dues aplicacions f,g son iguals si
tenen el mateix conjunt de sortida A, el mateix conjunt d’ar-
ribada, B, i a més f(a) = g(a) per a tot a € A.

» Si A, B son conjunts finits tals que |A| = n, |B| = m, llavors
el nombre d'aplicacions f: A — B és m".
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3. APLICACIONS (V)

e Composicio d’'aplicacions: la composicio de les aplicacions
fi:A— Big:.:B — C és l|'aplicacio go f : A — (' tal que
(go f)(a) = g(f(a)) per a tot a € A.

» La composicio d'aplicacions és associativa: si f: A — B,
g.:B—C, h:C— D, llavors ho(gof) =(hog)o f.

» La composicido d'aplicacions no és en general commutativa:
si f,g: A— A, en general NO és cert fog=gof
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3. APLICACIONS (VI). APLICACIONS INJECTIVES

e Aplicacio injectiva:. aplicacio f : A — B tal que elements
diferents de A tenen imatges diferents.

» Si f: A— B, les condicions seguents sOn equivalents:
> f és injectiva

> Va,a' € A, a # ad = f(a) % f(a')

> Va,a' € A, f(a) = f(d) = a=d

>Vbe B, |f~1()| <1

» Si A, B son conjunts finits tals que |A| = n, |B| = m, llavors
el nombre d’'aplicacions injectives f: A — B és
mt=m(m—-1)(m—-2)...(m—-—n+1).

n factors

» Si A, B sOn conjunts finits tals que |A| = n, |B|] = m i
f A — B és una aplicacio injectiva, |A| < |B].
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3. APLICACIONS (VII). APLICACIONS EXHAUSTI-
VES

e Aplicacio exhaustiva: aplicacido f : A — B tal que tot ele-
ment de B te almenys una antiimatge.

» Si f: A— B, les condicions seguents sOn equivalents:
> f és exhaustiva

> Vbe B, da € A tal que f(a) =0

> Imf =08

>Vbe B, |f~1()|>1

>Vbe B, f~1(b) <2

» E| calcul del nombre d’'aplicacions exhaustives no és imme-
diat.

» Si A, B sOn conjunts finits tals que |A| = n, |B|] = m |
f: A— B és una aplicacio exhaustiva, |B| < |A].
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3. APLICACIONS (VIII). APLICACIONS BIJECTIVES

e Aplicacio bijectiva:. aplicacido f : A — B injectiva i exhaus-
tiva alhora.

» f . A — B és una aplicacio bijectiva si per a tot b € B
existeix un unic a € A tal que f(a) =b.

» Si A, B sOn conjunts finits tals que |A| = n, |B|] = m |
f 1 A— B és una aplicacio bijectiva, llavors |A| = |B|.

» Si A, B son conjunts finits tals que |A| = |B| = n, llavors el

nombre d’aplicacions bijectives f: A — B és
n*=nn-1)(n-2)...3-2-1=n!
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3. APLICACIONS (IX). INVERSA

e Aplicacio identitat en A: I4: A — A tal que Idyg(a) = a per
atotac A

e f: A — B és invertible si existeix una aplicacié f~1: B — A
tal que f~lof =141 fof~1 =1Ip. Direm que f~1 és I'aplicacié
inversa de f.

» f . A — B és invertible si i només si f és bijectiva. En

aquest cas, l'aplicacio inversa de f és f—l ' B — A tal que

L) =a si f(a) =0b.
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4. COMPTAR (I). PERMUTACIONS

e Una k-permutacio d'un n-conjunt X, €és una successio de k
elements diferents de X

e Una permutacio d'un n-conjunt X, és una n-permutacio de
X

Notacio:
> P(n,k) = nombre de k-permutacions d'un n-conjunt.
> P(n) = P(n,n)= nombre de permutacions d'un n-conjunt

Calcul:

» P(n,k) =n(n—1D)n—-2)...(n—k+1) = nk = (nﬁ!k)!, S|
1<k<n;, Pln,k)=0sik>n

» P(n) = P(n,n) =n"=n!
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4. COMPTAR (II). PERMUTACIONS
Exemples.

> El nombre d’aplicacions injectives f: A — B, on

Al =k, A= {aq,...a;}, 1 |B] =n és P(n,k): podem identificar
I"aplicacio amb la successio (f(aq1), f(an),..., f(ar)) d'elements
diferents de B.

> ElI nombre de paraules de longitud k i alfabet X, |X| = n,
amb totes les lletres diferents és P(n, k): cada paraula és una
successio (aq,...,a;) d'elements diferents de X.
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4. COMPTAR (IlI). PERMUTACIONS AMB
REPETICIO

e Una k-permutacio amb repeticio d'un n-conjunt X, €s una
successio de k elements no necessariament diferents de X

> Notacio: PR(n,k) = nombre de k permutacions amb repe-
ticio d'un n-conjunt

» Calcul: PR(n,k) =nF, sik>1
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4. COMPTAR (IV). PERMUTACIONS AMB
REPETICIO

Exemples.

> El nombre d'aplicacions f : A — B, on |A| = k, A =
{a1,...ar} i |B| =n és PR(n,k): podem identificar I'aplicacio
amb la successio (f(aq1), f(an),..., f(ar)) d'elements de B.

> El nombre de paraules de longitud k i alfabet X, | X| =n, és
PR(n,k): cada paraula és una successio (a1, ...,a;) d'elements
de X.
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4. COMPTAR (V). NOMBRE D’APLICACIONS

» Nombre d’aplicacions f: A— B, |A| =k, |B| =n:
APLICACIONS | APL. INJECTIVES | APL. BIJECTIVES
" nk  sik<n, n!, sik=n,
n
0, Si k> n. 0, Si k #= n.

Principi de les caselles.
» Si f: A— B és una aplicacio i |A| > |B|, llavors f no pot

ser injectiva

» Si distribuim n objectes en m capses i n > m, almenys una
capsa contindra dos o més objectes
» Si distribuim n objectes en m capses i n > rm, almenys una
capsa contindra r+1 o més objectes
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4. COMPTAR (VI). COMBINACIONS

e Una k-combinacido d'un n-conjunt X, és un k-subconjunt de
X

> Notacio: C(n, k) = ( Z ) — nombre de k-subconjunts d'un

n-conjunt.

» C(n, k) k! = P(n, k)

> C(n, k) = < Z ) — k!(g!—k)!
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4. COMPTAR (VII). SELECCIONS

Nombre de k-seleccions d’'un n-conjunt. Si X €s un conjunt de
cardinal n, volem comptar el nombre de maneres de seleccionar
k elements de X, en els casos seguents:

> s’admeten 0 no repeticions

> es té 0 no en compte I'ordre dels elements seleccionats:

# seleccions | sense repeticido | amb repeticio

ordenades | P(n,k) =nk | PR(n, k) = nF

no ordenades | C(n, k) = ( ]:L ) _
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4. COMPTAR (VIII)

e Una successio d'elements de X és una aplicacio f : N — X.
El terme n-éssim de la successio és f(n). (an)p>0 representa
la successio tal que an = f(n). (an)p>n, representa la suc-
cessio que comenca amb el terme ap,. En aquest cas es pot
interpretar que an, = 0 si n < ng.

e Una successio és recurrent si a partir d'un determinat valor
de n, cada terme s'obté en funcio dels anteriors.
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4. COMPTAR (IX). PROGRESSIONS ARITMETIQUES

e Progressio aritmeética. Successio (an)p>n, recurrent tal que
VYn > ne, an = a,_1 +d, on d és un valor constant que anome-
nem diferéncia.

Si (an)p>0 €S UNa progressio aritmetica de diferencia d:
» Terme general en funcié de ag i d: ap, =ag+nd, Vn > 0

» Terme general en funcid deag i d: an =ap+(n—k)d, Vn > k

» Suma dels n primers termes:

ang + a,_
agFar+ - Fagy =2

» Suma de termes conse_ﬁutius:
a4 apr1+-Fan="ET"(n_k+41) (primer terme 4 dltim
terme, dividit per 2, multiplicat pel nombre de termes)
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4. COMPTAR (X). PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

e Progressio geométrica. Successio recurrent (an)n>nO tal que
Yn > ne, an =ra,—_1, ON r €s un valor constant que anomenem
rao.

Si (an),>0 €S una progressidé geometrica de rad r:
» Terme general en funcio de ag i 7: an =agr™, Yn >0

» Terme general en funcio de ai i r: an = ay, r(n=k) wn >k

» Suma dels n primers termes:

an T — ag
ag+ a1+ -+ an = —

» Suma de termes consecutius:
an T — QL
ap +ag41+--tan = -

primer terme, dividit per la rad menys 1)

(altim terme per la radé menys
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4. COMPTAR (XI): EXPRESSIONS AMB Y, [I]

> Y f(i) representa la suma de tots els termes f(4), i € I.
icl

> ] f(4) representa el producte de tots els termes f(i), i € I.
icl

> f: f (i) representa la suma dels termes f(n), f(n+1),..., f(m)

()

> | f(¢) representa el producte dels termes f(n), f(n+1),..., f(m)

—n
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4. COMPTAR (XII): EXPRESSIONS AMB Y, []

> Exemples.

Zi:1_|_2_|_..._|_n:(1+n)n; Zl:n; Z3=3n

n n n

Y i2 =25+ 36+ 49 + 64 + 81 = 255
1=b5

p primer
2<p<10
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4. COMPTAR (XIII): EXPRESSIONS AMB }, I]

> > (f@D+9(@) = fGE)+ ) g0)

el el el

» Sicnodependei, » cf(i) =c) f(4)

el el

> Exemples.

1=1
n 5 5
Y 3=134234. . 4p3=" (n+ 1)

1 4

1
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4. COMPTAR (XIV): EXPRESSIONS AMB Y, I]

Es poden considerar expressions amb 2 o més indexs (en a-
quest cas, X és un conjunt de parells ordenats o n-ples de
iIndexs) o bé expressions amb més d'una suma o producte:

> Y f(i,7) representa la suma de f(3,5), (i,7) € X.
(1,5)eX

> ]| f(.,j) representa el producte de f(3,5), (4,5) € X.
(1,j)eX

> > > fG= )  fG5)

el jed (i,j)elxJ
» [1 11 7GH= 11 fG3)
el jed (i,7)elxJ
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4. COMPTAR (XV): EXPRESSIONS AMB Y, J]

Exemples.
m n m n m
1
T () - g
1=1:=1 1=1 =1 1=1

2 2

n n n n i +n)(n—7+1
§ ZZ”:Z(J'ZZ):;J'(H n—j+1)

1= J
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5. ARITMETICA (I). DIVISIBILITAT A Z

e Si a,b € Z, a % 0, direm que a divideix b (0 bé a és divisor
de b, 0 bé b és mudltiple de a) si existeix un enter ¢ € Z tal que
b=a-c.

> Notacio. Si a divideix b, escriurem alb 0 bé b = a.

» Sia,b,c,r,s SON enters qualssevol tals que a,b # 0, llavors

ala

alb , blc = alc

alb , bla = b= +a
alb , alc = alb+c
alb = albc

alb , alc = albr + cs
alb = +a| £0b

alb = |a| < |b|

» Sin, d sOn enters, n,d > 1, el nombre de multiples de d

entre 1 i n és L%J
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5. ARITMETICA (II). TEOREMA DE LA DIVISIO.
MAXIM COMU DIVISOR

» Teorema de la divisio. Per a tot parell d'enters a i b, a # 0,
existeixen enters ¢,r unics tals que b =aq+r, 0 <r < |al.

> g, r S'Tanomenen respectivament quocient i residu de la divisio
entera de b per a.

» Si a,b € Z, a # 0, llavors alb < el residu de fer la divisio
entera de b per a és O.

e d és divisor comu de a i b si divideix a i b alhora.

e Si a,b son enters, no tots dos nuls, el maxim comu divisor
de a i b és el maxim de tots els divisors comuns de a i b.
> Notacid. Escriurem mcd(a,b) o bé simplement (a,b).

dla, d|b
rla, r|b = r <d

> (a,b)=d<:>{
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5. ARITMETICA (III). MAXIM COMU DIVISOR

» Si a,b sOn enters no nuls,
(a,b) €s un enter positiu Unic
(a,b) = (Fa,+b)

Sia>0, alb < (a,b) =a
b=aq+r = (a,b) = (a,r)

e Dos enters a,b son relativament primers si (a,b) =1



5. ARITMETICA (IV). ALGORISME D’EUCLIDES.
IDENTITAT DE BEZOUT

» Algorisme d’Euclides. Considerem a,b enters, a > b > 0. Si
bla, llavors (a,b) = b. Si b1a, fem successivament les divisions
enteres seguents fins obtenir residu O:

a = bq+ ro

b=r0q0 + 71

o = T1q1 T 72

1 =12q2 + 13

Th—2 = Tpn—1qn—1 + ™
Tn—1 = T™nqn + 0.

Llavors (a,b) = rp.

» Identitat de Bézout. Si (a,b) = d, existeixen enters s,t tals
que as + bt = d.
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5. ARITMETICA (V). ALGORISME D’'EUCLIDES.
IDENTITAT DE BEZOUT

» Calcul del m.c.d. i de la identitat de Bézout. Si a,b sOn en-
ters, a > b > 0O, considerem les divisions successives obtingudes
a |'algorisme d’'Euclides:

1 |0 |sg|s1| | Sp—2|Sn—1| Sn
0 L to |1 |- | th—2|tn-1|tn
q |40 |91 | """ | dn—2 | 9n—1 | dn
a | b lrg|r1| - | Th_2| Th—1|Tn
ro| Ty | o | T3 |- rn 0
on: sop =1, top = —q, s1 = —spq90 = —q0, t1 = 1—tpq0 = 1+qqo,

Vi>2,8 =58_2—8_-1¢-1, t; =ti_o—t;_1q;—1.

Llavors: Vi > 0, r; = as; + bt;
En particular: (a,b) =rn, = asn + btn
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5. ARITMETICA (VI). CONSEQUENCIES DE LA
IDENTITAT DE BEZOUT

» rla,r|b = r|(a,b)
» Si a,b,s,t son enters tals que as + bt = 1, llavors (a,b) =1

)=1

» Sir >0, llavors (ra,rb) = r (a,b)

alc

» Si (a,b) = d, llavors (g,

» albc i (a,b) =1 = alc

» L’'equacio ax + by = ¢ té solucié en Z si, i només si, (a,b)|c.
> Calcul d'una solucié. Si d = (a,b)l|c, llavors 5 € Z. A partir
de la identitat de Bézout, d = as + bt = ¢ = dg = asy + bt.
Una solucid és x = sc—‘;, y = t%.
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5. ARITMETICA (VII). NOMBRES PRIMERS.
FACTORITZACIO D’ENTERS

e Un enter p > 2 és primer si els unics divisors positius de p
son 1ip

» Si p €s primer, plab = pla O p|b

» Teorema fonamental de l'aritmética. Tot enter a > 2 es pot
expressar com a producte de nombres primers de forma unica,
llevat |'ordre dels factors.

» Notacio exponencial. Tot enter a > 2 es pot expressar de

forma dnica com a = p]1p52...po*, on p1 < pp < -+ < pg SON
primers i Vi, a; > 0.
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5. ARITMETICA (VIII). NOMBRES PRIMERS.
FACTORITZACIO D’ENTERS

» Hi ha infinits nombres primers

» [ot enter n > 2 no primer té almenys un factor primer

p<+n

» Taula dels primers p < n:. Garbell d'Eratdostenes
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5. ARITMETICA (IX). MINIM COMU MULTIPLE

e m €S multiple comu de a i b si m és multiple de a i de b
alhora.

e Si a,b sOn enters no nuls, el minim comu mdaltiple de a i b és
el minim de tots els naturals no nuls que son multiples comuns
de a i b.

> Notacié. Escriurem mcm(a,b) 0 bé [a,b].

» [a,b] =m < m>1i m.mm'
r=a,r=b,r>1= m<r

» Si a,b son enters positius, (a,b) - [a,b] = a-b

> a

r, blr = [a, b]|r
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5. ARITMETICA (X). MAXIM COMU DIVISOR 1
MINIM COMU MULTIPLE

» Si a,b > 2 son enters, podem suposar a = pilp5?...p.F i

b = p?poQ...pgk, on p1 < ps < --- < pg SONn tots els factors

primers de a o de b i Vi,; > 0,3; > 0. (Es a dir, si un nombre
primer no és factor de a 0 de b apareix amb exponent 0).

k . k
Llavors, (a,b) = [] pgmn{az'aﬁi} o ek =] p;nax{az'ﬁi}_
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5. ARITMETICA (XI). CONGRUENCIES
e Enters congruents moédul m: a=b (mod m) < m|b—a

» Les condicions seguents sOn equivalents:
(1) mlb—a
(2) b=a+m
(3) la divisio entera de a i b entre m dona el mateix residu
(4) {a+mk|keZ}={b+mk|keZ}

» Propietats:
(1) a=a (Mmod m)
(2) a=b (mod m) = b=a (Mmod m)
(3) a=b (mod m), b=c (mod m) = a=c (mod m)
(4) a=b (mod m), '’ =V (mod m) =
= a+ad =b+b (mod m), ad’ = bb’ (mod m)
(5) a=b (mod m), dm = a=b (mod d)
(6) a=b (modr),a=b(mod s) = a=b (mod [r,s])
(7) ra=rb (mod m) < a=b (mod m/(m,r))
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5. ARITMETICA (XII). EQUACIONS AMB
CONGRUENCIES

» L'equacio a+x =b (mod m) sempre té solucio, i ésx=b—a
(mod m)

» L’'equacio ax =b (mod m) té solucié < (a,m)|b.
En aquest cas, podem trobar una solucio a partir de la identitat
de Bézout:

sb

(a,m) =d=as+ mt = = — és una solucio6
d

63



5. ARITMETICA (XIII). INVERS MODULAR

e Invers modular. o' € 7 és invers modul m de a € Z si aad' =
(mod m).

» Existeix un invers modul m de a € Z < axr =1 (mod m) té
solucié < (a,m) = 1.

En aquest cas, podem trobar una solucid a partir de la identitat
de Bézout:

(a,m)=1=as+mt = s é una solucio.
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5. ARITMETICA (XIV). POTENCIACIO MODULAR

» Calcul de a* (mod m).
Escrivim k en base 2: k= (knk,,_1...k1kg)>, €s a dir,

k=kn2" 4+ k,_12" 1 4+ -+ k12 + kg, on k; € {0,1}.
Llavors ak = gkn2"t+kn—12""1+-+k12+ko —

p— aann . akn—lzn_l ..... a/k]_Q . ako
Calculem successivament les potéencies a, a2, a4, a8, ..., a2’

modul m i fem el producte de les poténcies a2 tals que k; = 1.

> Exemple. Calcular 1239(mod 35).
39 = (100111), =39 =2°4+224 24+ 1=
— 1239 — 192°+2%42+1 _ 1932444241 _ 1532, 194 .192. 12
Calculem les potencies 122° modul 35:
122 =144 =14 124 =42 =16
128 =162 =256=11 1216 =112 =121 = 16
1232 =162 =256=11
Per tant, 1239 =11-16-4-12 = 8448 = 13 (mod 35)
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5. ARITMETICA (XV). EL CONJUNT Z,,

e Fixat un enter m > 2, per a cada a € Z |la classe de a modul
m €s el conjunt d’enters:
a={bla=b (mod m)} ={a+ kmlk € Z}

e EIl conjunt d’enters modul m, m > 2, és.

» El conjunt Z,, té exactament m elements:
Zom = {ala € Z} = {0,1,2,...,m — 1}.

» Definim una suma i un producte a Zm:
Suma. a+b=a-+0b
Producte. a-b=a-b
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