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Aquest text �es el fruit de l�experi�encia docent dels autors que des de fa uns anys

impartim les assignatures d��Algebra � i �Algebra � a la Diplomatura d�Estad��stica de la

Facultat de Matem�atiques i Estad��stica de la Universitat Polit�ecnica de Catalunya�

Malgrat la proliferaci�o de llibres de text sobre la mat�eria els autors trobem necessari

disposar d�un text que s�ajusti als continguts i necessitats espec���ques de la Diplomatura

d�Estadist��ca� Altre condicionant �es la diversitat de la proced�encia dels alumnes que ac	

cedeixen a aquests estudis� Aix�o
 ens obliga a que els continguts i la forma d�exposar	los

es recolzi molt amb exemples concrets i que la llista de problemes tingui un contingut m�es

pr�actic que te�oric�

Cada cap��tol del text cont�e un breu resum de la teoria que s�explica a classe i a con	

tinuaci�o una llista de problemes
 alguns del quals es realitzaran a les classes de problemes�

El pen�ultim cap��tol �es una llista de problemes globals per a que l�alumne avalu�� els seus

coneixements i prepari els examens� A l��ultim cap��tol s�inclouen els examens resolts dels

�ultims anys de l�assignatura amb el doble motiu de tenir una col�leci�o de problemes resolts i

saber quin �es el grau de di�cultat que l�alumne es pot trobar als ex�amens de l�assignatura�

�Es intenci�o dels autors actualitzar anualment el text
 incloent	hi nous examens resolts


modi�cant la llista de problemes de forma que sigui m�es adequada a l�alumne
 corregint

els errors detectats i posant el temari al dia� D�aquesta manera intentem assolir l�objetiu

que l�alumne tingui el manual de l�assignatura que es fa servir a classe�

M� Mora i C� Seara�
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�� Introducci�o a la l�ogica

C�alcul proposicional

De�nici�o� Una proposici�o �es un enunciat que t�e un sentit l�ogic i �es cert o fals
 per�o

no les dues coses alhora�

Representarem les proposicions amb lletres p
 q
 r
 � � � Si una proposici�o �es certa


direm que pren el valor �� Si �es falsa
 pren el valor ��

Connectius l�ogics� A partir de proposicions p
 q
 � � � podem construir noves proposi	

cions utilizant els connectius l�ogics
 obtindrem les proposicions no p ��p�� p i q �p � q��
p �o q �p � q�� si p llavors q �p� p�� p si� i nom�es si� q �p� q��

Taules de veritat

p �p

� �

� �

p q p � q p � q p� q p� q

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

De�nici�o� Una tautologia �es una proposici�o que sempre �es certa� Una contradicci�o �es

una proposici�o que sempre �es falsa�

Si una proposici�o del tipus p � q �es una tautologia
 direm que les proposicions p i
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q s�on l�ogicament equivalents� Ho escriurem p � q
 i en aquest cas podem substituir una

proposici�o per l�altre�

Llista d�equival�encies l�ogiques

�� Idempot�encia de � i de �
 p� p � p
 p� p � p�
�� Commutativitat de � i de �
 p � q � q � p
 p � q � q � p�
�� Associativitat de � i de �
 �p � q� � r� p � �q � r�
 �p � q� � r� p � �q � r��
�� Lleis de De Morgan
 ��p � q�� �p � �q
 ��p � q�� �p � �q�
�� Distributivitat de � i de �
 p��q�r� � �p�q���p�r�
 p��q�r� � �p�q���p�r��
�� �p � ��� p
 �p � ��� ��

�� �p � ��� �
 �p � ��� p�

�� �p � �p�� �
 �p � �p�� ��

�� Doble negaci�o
 p� ���p��
��� Condicional
 �p� q�� ��p � q��
��� Equival�encia
 �p� q�� �p� q� � �q � p��

��� ��p � q�� r�� �p� �q � r���

��� Absurd
 ��p� q� � �p� �q�� � �p�
��� Contrarec��proc
 �p� q�� ��q � �p��

Si una proposici�o del tipus p� q �es una tautologia
 direm que la proposici�o p implica

l�ogicament la proposici�o q� Ho escriurem p� q i llavors podem substituir la proposici�o p

per la proposici�o q�

Llista d�implicacions l�ogiques

�� Addici�o
 p� p � q�
�� Simpli�caci�o
 p � q � p�

�� Modus ponens
 ��p � �p� q��� q�

�� Modus tollens
 ��p� q� � �q�� �p�
�� Sil�logisme disjuntiu
 ��p � �p � q��� q�

�� Sil�logisme hipot�etic
 ��p� q� � �q � r��� �p� r��

�� �p� q�� ��q � r� � �p� r���

�� ��p� q� � �r � s��� ��p � r�� �q � s���
�� ��p� q� � �q � r��� �p � r��
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C�alcul de predicats

De�nici�o� Un predicat o funci�o l�ogica de n variables expressa una relaci�o entre

variables� El representarem p�x�� x�� � � � � xn�
 on x�� x�� � � � � xn s�on les variables�

Al substituir les variables per objectes d�un univers de discurs obtenim una proposici�o�

Quanti�cadors� Si p�x� �es un predicat
 �x p�x� �es una proposici�o certa si
 i nom�es

si
 el predicat p�x� �es cert al substituir la variable x per qualsevol objecte de l�univers de

discurs� 	x p�x� �es una proposici�o certa si
 i nom�es si
 el predicat p�x� �es cert per algun

objecte de l�univers de discurs�

An�alogament podem quanti�car un predicat de n variables obtenint un predicat de

n
 � variables�

Propietats dels quanti�cadors

�� �x�y p�x� y� � �y�x p�x� y��
�� 	x	y p�x� y� � 	y	x p�x� y��

�� 	y�x p�x� y� � �x	y p�x� y��
�� ���x p�x��� �	x� ��p�x���
�� ��	x p�x��� ��x� ��p�x���
�� �	x p�x�� � �	x q�x��� 	x �p�x� � q�x���
�� ��x p�x�� � ��x q�x��� �x �p�x� � q�x���
�� ��x� �p�x� � q�x��� ��x p�x�� � ��x q�x���
�� �	x� �p�x� � q�x��� �	x p�x�� � �	x q�x���

��� ��x� �p�x�� q�x��� �	x p�x� � 	x q�x���

��� �	x� �p�x�� q�x��� ��x p�x� � 	x q�x���

Infer�encia l�ogica

De�nici�o� Un teorema �es una proposici�o certa que es vol demostrar� Una demostraci�o

�es un raonament l�ogic per tal de comprovar que el teorema �es cert�

Una demostraci�o �es una seq�u�encia de proposicions p�� p�� � � � � pn
 tal que la �ultima

proposici�o pn �es el que es vol demostrar
 i cada pi �es una hip�otesi o axioma
 o b�e es pot
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obtenir a partir de les proposicions anteriors pj 
 j � i
 utilizant una regla d�infer�encia�

Les regles d�infer�encia les obtenim a partir de les tautologies� Per exemple
 per ser

la proposici�o p � �p � q� una tautologia
 si a la seq�u�encia p�� � � � � pj hi ha la proposici�o

p
 podem afegir la proposici�o p � q en qualsevol moment de la demostraci�o� Per ser

�p � �p � q�� � q una tautologia
 si en algun moment de la demostraci�o apareixen les

proposicions p i p � q
 podem afegir la proposici�o q� Per a cada una de les implicacions

l�ogiques
 obtindrem una regla d�infer�encia�

M�etodes de demostraci�o

�� Per demostrar proposicions del tipus


a� p� q� Es pot fer buscant proposicions p�� p�� � � � pn
 tals que p � p� � p� � � � � �
pn � q
 o b�e demostrant per separat p� q i q � p�

b� p � q� S�han de demostrar les dues proposicions p i q�

c� p � q� Es pot fer demostrant que si es satisf�a �p llavors q ha de ser certa
 �es a dir

demostrar �p� q� O b�e �q � p�

d� p� �q � r�� Demostrar una de les implicacions p � �q � r �o p � �r� q�

e� p� q� Es pot demostrar tenint en compte que p� q �es equivalent a �p � q o b�e a
�q � �p�

	� Reducci�o a l�absurd�

Demostrar una proposici�o p �es equivalent a demostrar �p� �q ��q�
 si suposant que
la proposici�o �p �es certa arribem a demostrar una proposici�o i la seva negaci�o
 la proposici�o

p haur�a de ser certa
 ja que q � �q �es sempre falsa�
�� Expressions amb quanti�cadors�

Les proposicions del tipus �x� p�x� es poden demostrar veient que p�x� �es cert per un

x arbitrari� Les del tipus 	x� p�x�
 trobant un element que satisfaci p�x�� De vegades �es

�util el m�etode de reducci�o a l�absurd�

�� Inducci�o matem�atica�

La inducci�o matematica serveix per demostrar propietats relatives a nombres enters

a partir d�un cert valor n�� Donarem dues versions del principi d�inducci�o completa


a� Si p�n� representa una propietat que dep�en d�un enter n
 tal que
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i� p�n�� �es certa per un enter n�


ii� �n � n�
 si p�n� �es certa
 llavors tamb�e ho �es p�n� ��


llavors la propietat p�n� �es certa per qualsevol n � n��

La condici�o ii� d�aquest principi �es equivalent a


�n � n�
 si p�n
 �� �es certa
 llavors tamb�e ho �es p�n�

b� Si p�n� representa una propietat que dep�en d�un enter n
 tal que

i� p�n�� �es certa per un enter n�


ii� �n � n�
 si p�k� �es certa per qualsevol valor de k
 tal que n� 
 k � n
 llavors

p�n� �es certa


aleshores la propietat p�n� �es certa per qualsevol n � n��
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Exercicis

�� Doneu les taules de veritat de les proposicions seg�uents


a� �q � �p�� p�

b� ��p � q� � �r�� p�

c� p � ���q � r�� p��

d� �p� �q � �r�� � �p � q�

	� Comproveu les tautologies seg�uents utilitzant taules de veritat


a� ��p� q� � �q�� �p�
b� ��p� q� � �p� �q��� �p�
c� ��p � q� � �p � �q��� p�

�� Negueu les proposicions seg�uents


a� ��x��p�x� � q�x���
b� �	x��p�x� � q�x���
c� ��x��	y��p�x� y� � q�x� y���

d� ��x���y��p�x� y� � q�x� y� � q�x� y���

�� Sigui S�x� y� z� el predicat x� y � z
 P �x� y� z� el predicat x � y � z i L�x� y� el predicat

x � y� Considerem N com a univers de discurs� Fent servir els predicats anteriors


expresseu les a�rmacions seg�uents


a� per a cada x i y
 existeix un z tal que x � y � z�

b� no �es cert que x �es m�es petit que ��

c� per a tot x
 x� � � x�

d� per a tot x
 x � y � y per a tot y�

e� existeix un x tal que x � y � y per a tot y�

�� Considerem com a univers de discurs el conjunt dels nombres enters i denotem per


N�x�
 x �es un enter no negatiu


B�x�
 x �es parell
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S�x�
 x �es senar i

P �x�
 x �es primer�

Escriviu en notaci�o l�ogica les a�rmacions seg�uents


a� existeix un enter parell�

b� tot enter �es parell o senar�

c� tots els enters primers s�on no negatius�

d� l��unic enter primer i parell es ��

e� existeix un
 i nom�es un
 enter parell i primer�

f� no tots els enters s�on senars�

g� no tots els enters primers s�on senars�

h� si un enter no �es senar llavors �es parell�


� Prenent com a univers de discurs el conjunt Zi representant

x � y � z per P �x� y� z�

x � y per I�x� y�

x � y per M�x� y�

escriviu en notaci�o l�ogica


a� si y � �
 llavors x � y � x per a tot x�

b� si x � y �� �
 llavors x �� � i y �� ��

c� si x � y � �
 llavors x � � �o y � ��

d� � � x � � si
 i nom�es si
 x � ��

e� no hi ha soluci�o de x� � y
 excepte per a y � ��

f� x � z �es condici�o necess�aria per a que x � y i y � z�

g� x � y i y � x �es condici�o su�cient per a que x � y�

h� no pot passar x � y i x � y�

�� Utilitzant que els nombres parells s�on de la forma �k
 on k � Z
 i els nombres senars
�k � �
 on k �Z
 demostreu


�x �Z� x� �es parell �� x �es parell�

�� De�nim els nombres perfectes com aquells que coincideixen amb la suma de tots els seus

divisors positius llevat d�ell mateix� Per exemple
 �� �es perfecte
 �� � �� �� �� �� �� i

�� no ho �es
 �� �� � � � � � � � � �� Demostreu que un nombre perfecte no �es primer�
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�� Demostreu que hi ha in�nits nombres primers� �Indicaci�o
 suposeu que n�hi ha un

nombre �nit i considereu el producte de tots m�es ���

��� Demostreu


a�
p
� �es irracional�

b�
p
� �es irracional�

��� Demostreu la f�ormula per sumar una progressi�o geom�etrica de ra�o r � R
 r �� �


� � r � r� � � � �� rn �
�
 rn��

�
 r
�

�	� Demostreu que les f�ormules seg�uents es satisfan per a tot n � �


� � � � � � �� �n
 �� � n �
n�n� ��

�
�

�� � �� � � � �� �n
 ��� � n� �
n�n� ����n � ��

�
�

�� � �� � � � �� �n
 ��� � n� �
n��n � ���

�
�

��� Demostreu la igualtat � � � � �� � � � �� � � � � � �n 
 ���n
 ��� � n�
 per a tot n � ��

��� Demostreu la igualtat
�

� � � �
�

� � � � � � ��
�

n�n� ��
�

n

n� �

 per a tot n � ��

��� Demostreu que per a tot n � � es compleix el seg�uent


nY
k��

�
�
 �

k

�
�

�

n
�

�
� Demostreu la igualtat seg�uent


nX
k��

�
��k��k� � �
��n�� �� � n�n

�
� �n � ��

��� Demostreu que la f�ormula

nX
k��

k �
��n� ���

�
val per a n�� si val per a n� Per a quins

valors de n �es v�alida�
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��� Si a i n s�on enters positius
 demostreu que �� � a�n � � � na�

��� Demostreu que en � n� � per a tot n natural�

	�� Demostreu les desigualtats seg�uents


�� � �� � � � �� �n
 ��� �
n�

�
� �� � �� � � � �� n�� �n � ��

	�� Si x�� x�� � � � � xn s�on nombres reals positius
 demostreu que

� nX
k��

xk

�� nX
k��

�

xk

�
� n�� �n � ��

�Indicaci�o
 si a
 b s�on reals positius
 a
b �

b
a � ���

		� Donats dos nombres reals a i b positius demostreu que

nan��b 
 �n 
 ��an � bn� per a tot n � ��

Indicaci�o
 distingiu els casos a 
 b i b 
 a�

	�� Considereu la proposici�o p�n�
 n� � �n� � �es parell�

a� Demostreu que p�n� implica p�n� �� per a tot natural n�

b� Trobeu els valors de n per als quals �es certa p�n��

	�� De�nim la succesi�o un de la manera seg�uent
 u� � �
 u� � � i un � �un�� 
 �un��


per a tot n � �� Demostreu que un � �n�� 
 � per a tot n � ��

	�� Es de�neix la successi�o xn mitjan�cant

x� � ��

xn � axn�� � nan� �n � ��

on a �� � �es un nombre real �x� Trobeu una expressi�o pel terme general xn i demostreu

que l�expressi�o trobada compleix efectivament les condicions�
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� Siguin � i � dos nombres reals tals que el polinomi x� 
 �x 
 � tingui dues arrels

diferents que designarem per r i s� Sigui ara un la successi�o de�nida per u� � �
 u� � � i

un � �un�� � �un�� per a tot n � �� Demostreu que

un �
rn 
 sn

r 
 s
�n � ��

	�� De�nim b� � b� � �� bn � �bn�� � bn�� per n � �� Demostreu que bn �es senar per a

tot n � ��

	�� De�nim a� � a� � a� � �� an � an�� � an�� per n � �� Demostreu que an 
 ��
�
�n


per a tot n � N�
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�� Conjunts� relacions i aplicacions

Conjunts

Un conjunt �es una col�lecci�o d�objectes
 que anomenarem elements� Utilizarem la

notaci�o a � A si l�element a �es del conjunt A�

Podem de�nir un conjunt donant cada un dels seus elements
 A � fa�� a�� � � � � ang
 o
b�e donant una propietat p�x� que satisfan els elements del conjunt
 A � fa j p�a�g�

Dos conjunts s�on iguals si tenen exactament els mateixos elements� El conjunt que

no t�e cap element
 l�anomenen buit i el denotarem per �� El cardinal d�un conjunt A �es el

nombre d�elements del conjunt
 denotat per jAj o per �A�

Inclusi�o

De�nici�o� Donats dos conjunts A
 B
 direm que A est�a contingut en B
 o b�e A �es un

subconjunt de B
 A � B
 si tots els elements de A ho s�on tamb�e de B
 �es a dir


A � B �� ��x� x � A �� x � B��

Propietats� �A�B�C conjunts


�� A � A�

�� A � B i B � A �� A � B�

�� A � B i B � C �� A � C�

�� � � A�

De�nici�o� Si A �es un conjunt
 s�anomena conjunt de les parts de A el conjunt format

per tots els subconjunts de A
 P�A� � fB j B � Ag�
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Proposici�o� jP�A�j � �jAj�

Intersecci�o i uni�o

De�nici�o� Donats dos conjunts A
 B
 de�nim la intersecci�o de A i B com el conjunt

format pels elements que s�on alhora de A i de B
 A � B � fx j x � A i x � Bg
 i la uni�o

com el conjunt format pels elements que s�on de A o de B
 A � B � fx j x � A �o x � Bg�
Dos conjunts A i B s�on disjunts si A �B � ��

Propietats� �A�B�C conjunts


�� A �A � A
 A � A � A �idempot�encia��

�� A �B � B � A
 A �B � B �A �commutativitat��

�� A � �B � C� � �A �B� � C
 A � �B � C� � �A � B� � C �associativitat��

�� A� �B �C� � �A�B�� �A�C�
 A� �B �C� � �A�B�� �A�C� �distributivitat��
�� A � C i B � C �� A � B � C�

�� A � B �� A �B � B �� A �B � A�

�� � � A � A
 A �� � ��

�� A � �A �B� � A
 A � �A �B� � A�

Difer�encia de conjunts� Conjunt complementari

De�nici�o� La difer�encia dels conjunts A i B �es el conjunt

ArB � fx j x � A i x �� Bg�

De�nici�o� Si A � B
 el complementari de A en B �es el conjunt Ac
B � B rA�

Propietats� Escriurem Xc el complementari de X � U � �A�B�C � U 


�� A �Ac � �
 A �Ac � U �

�� �c � U 
 Uc � ��

�� �Ac�c � A�

�� A � B �� Bc � Ac�

�� �A � B�c � Ac �Bc
 �A �B�c � Ac �Bc�
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�� ArB � A �Bc
 �A rB�c � Ac �B�
�� Ar �B � C� � �A rB� � �A r C�
 Ar �B � C� � �A rB� � �A rC��

�� ArB � Bc rAc�

�� ArB � A
 A r� � A
 A rA � ��

��� A � �B rA� � �
 A � �B rA� � A �B�

Partici�o d�un conjunt

De�nici�o� Una familia de conjunts fAi j i � Ig �es una partici�o d�un conjunt A si


�� �i � I� Ai �� ��

�� �i� j � I� Ai � Aj � � si i �� j�

�� A � �fAi j i � Ig�

Producte cartesi�a

De�nici�o� Un parell ordenat �es un conjunt amb dos elements ordenats
 �a� b��

Dos parells ordenats �a� b� i �a�� b�� s�on iguals si i nom�es si a � a� i b � b�� An�aloga	

ment es poden de�nir les n	ples ordenades �a�� a�� � � � � an� i tindrem �a�� a�� � � � � an� �

�b�� b�� � � � � bn� si
 i nom�es si
 ai � bi
 �i � �� � � � � n�

De�nici�o� El producte cartesi�a de dos conjunts A
 B est�a format pels parells ordenats

�a� b�
 on a �es un element de A i b �es de B
 A�B � f�a� b� j a � A i b � Bg� An�alogament

es pot de�nir el producte cartesi�a A� � A� � � � � � An � f�a�� a�� � � � � an� j ai � Aig�
Observeu que en general A�B �� B �A�

Relacions

De�nici�o� Una relaci�o R entre els conjunts A�� A�� � � � � An �es un subconjunt del

producte cartesi�a A� �A� � � � � �An
 R � P�A� �A� � � � � �An�� Si n � � direm que la

relaci�o �es bin�aria� Si a m�es A� � A� � A la relaci�o �es bin�aria interna�
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De�nici�o� Una relaci�o bin�aria interna en A direm que t�e la propietat


re�exiva �� �a � A� �a� a� � R�
sim�etrica �� �a� b � A� �a� b� � R �� �b� a� � R�
antisim�etrica �� �a� b � A� ��a� b� � R i �b� a� � R �� a � b��

transitiva �� �a� b� c � A� ��a� b� � R i �b� c� � R �� �a� c� � R��

Una relaci�o d�equival�encia �es una relaci�o bin�aria interna que t�e les propietats re exiva


sim�etrica i transitiva� Una relaci�o amb les propietats re exiva
 antisim�etrica i transitiva

direm que �es una relaci�o d�ordre�

Relacions d�equival�encia� Si R �es una relaci�o d�equival�encia en A
 el conjunt

�a� � fb � A j �a� b� � Rg s�anomena classe d�equival�encia de a per la relaci�o R� El conjunt

de totes les classes d�equival�encia formen una partici�o de A


�� �a � A� �a� �� ��

�� �a� b � A� �a� � �b� �o �a� � �b� � ��

�� A �es la uni�o de totes les classes d�equival�encia
 A � �f�a� j a � Ag�

El conjunt de totes les classes d�equival�encia s�anomena conjunt quocient
 A�R


A�R � f�a� j a � Ag�

Aplicacions

De�nici�o� Una aplicaci�o f entre dos conjunts A i B �es una correspond�encia que a

cada element de A li assigna un element i nom�es un de B� Ho escriurem f 
 A� B�

Si f assigna a l�element a � A l�element b � B
 escriurem f�a� � b i direm que b �es la

imatge de a per f 
 i que a �es una antiimatge de b per f � Si A� � A
 f�A�� � ff�a� j a � A�g�
Si B� � B
 f���B�� � fa � A j f�a� � B�g�

De�nici�o� Una aplicaci�o f 
 A � B �es injectiva si elements diferents de A tenen

imatges diferents
 exhaustiva si tots els elements de B tenen antiimatge per f 
 i bijectiva

si �es injectiva i exhaustiva alhora


f �es injectiva �� ��a� b � A� a �� b �� f�a� �� f�b��

f �es injectiva �� ��a� b � A� f�a� � f�b� �� a � b��
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f �es exhaustiva �� f�A� � B �� ��b � B� 	a � A tal que f�a� � b��

De�nici�o� Si f 
 A � B i g 
 B � C s�on aplicacions
 la composici�o de les dues

aplicacions g � f 
 A� C �es l�aplicaci�o tal que �g � f��a� � g�f�a��
 per cada a � A�

Propietat� La composici�o d�aplicacions �es associativa�

De�nici�o� L�aplicaci�o identitat en A �es l�aplicaci�o IA 
 A � A tal que IA�a� � a


�a � A�

Propietat� Si f 
 A� B �es una aplicaci�o
 f � IA � f i IB � f � f �

De�nici�o� L�aplicaci�o f 
 A � B �es inversible si
 i nom�es si
 existeix una aplicaci�o

g 
 B � A
 tal que f � g � IB i g � f � IA� Direm que g �es la inversa de f 
 i l�escriurem

g � f���

Propietat� f 
 A� B �es inversible �� f �es bijectiva�

En cas de ser f bijectiva
 f�� �es l�aplicaci�o que a l�element b � f�a� li fa correspondre

l�element f���b� � a � A�



		 �� Conjunts� relacions i aplicacions

Exercicis

�� Donat M � f�� �� �� �g
 recti�queu les incorreccions


f�g �M � f�� �� �� �g �M � � � P�M� � � � P�M� � ff�gg � P�M� �

f�� �g � P�M� � � � f�g � ff�gg � P�P�M���

	� Quins dels enunciats seg�uents s�on certs�

a� � �Z�
b� � � fx jx �Zi x � �g�
c� fa� bg � fa� bg�
d� fa� bg � fa� bg�
e� �fa� bg � fb� cg� � �fa� bg � fb� cg��

�� Trobeu ZrX en els exemples seg�uents


a� X � fx jx �Zi x � �g�
b� X � fx jx �Zi x � � �o x � 
�g�
c� X � fx jx �Zi � � x � �g�
d� X � fx jx �Zi x � �n per a cert n �Zg�

�� Siguin A i B dos subconjunts no buits d�un conjunt S� Proveu
 les anomenades lleis de

De Morgan


a� �A � B�c � Ac �Bc�

b� �A � B�c � Ac �Bc�

�� Discutiu la veracitat o falsedat de la igualtat seg�uent

��A �B� � �B �Ac�c� � ��A �B� � �Ac �B�c� � A�


� Simpli�queu


a� A � �Ac � B��
b� �A � Bc� � �Ac �Bc��

c� �A �B � C� � �Ac �Bc � Cc��

d� �A � �Ac � B�� � �B � �B � C�� � B�
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�� Siguin A i B conjunts disjunts que satisfan A � �B � C�� Demostreu la igualtat

A � �B � C� � �A � B� � C�

�� Il�lustreu amb un diagrama de Venn els conjunts A
 B i D en cas que satisfacin alhora

les tres condicions seg�uents


A �D � B �D� A �D �� �� A rB �� ��

�� Demostreu les igualtats seg�uents


a� Ar �B � C� � �A rB� � �A r C��

b� Ar �B � C� � �A rB� � �A r C��

c� B rA � B r �B � A� � �A �B� rA�

d� A � �A �B� � A�

��� De�nim la difer�encia sim�etrica de dos conjunts A
 B com A�B � �ArB�� �B rA��

Proveu que el complementari de la difer�encia sim�etrica de dos conjunts �es la difer�encia

sim�etrica del complementari d�un d�ells amb l�altre�

��� Determineu P�A� quan A � fa� b� c� dg�

�	� a� Si A �es unitari
 escriviu P�P�A�� i P�P�P�A����
b� Si E t�e dos elements
 escriviu P�E� i P�P�E���

��� Proveu que P�A� � P�B� � P�A � B� i P�A� � P�B� � P�A � B�� �Es certa l�altra

inclusi�o�

��� Demostreu


a� A � B �� P�A� � P�B��
b� P�A� � P�B��� A � B�

��� Si P�A � P�A�� t�e � elements
 proveu que A �es unitari� �Es cert el rec��proc�
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�
� �Es cert
 en general
 que A�B � B �A
 on A i B s�on dos conjunts no buits�

��� Proveu


a� A� �B rC� � �A �B� r �A� C��

b� �A � B�� �C �D� � �A� C� � �B �D��

c� �A � B�� �C �D� � �A� C� � �A �D� � �B � C� � �B �D��

��� Es consideren a N les relacions donades per


a� x � y � ��
 b� x divideix y
 c� x �es menor que y�

Estudieu les seves propietats�

��� Determineu quines de les relacions seg�uents entre nombres enters s�on re exives
 sim�e	

triques i transitives


a� a � b�� a � b�

b� a � b�� a
 b � ��

c� a � b�� b �es m�ultiple de a�

d� a � b�� ab � � �o a � b � ��

	�� Teorema� tota relaci�o sim�etrica i transitiva �es tamb�e re exiva�

Demostraci�o� Si x � y
 per la propietat sim�etrica tenim que y � x� Per transitivitat

x � y i y � x
 i
 per tant
 x � x�

Sabeu trobar el parany de tot aix�o� Us pot ajudar comprovar que a Z la relaci�o

a � b�� ab � � �es sim�etrica i transitiva
 per�o no �es re exiva�

	�� Per a cert p � N es de�neix en el conjunt A � f�� �� � � � � qg la relaci�o seg�uent


�a� b � A� aR b��mcd �a� p� � mcd �b� p��

a� proveu que aquesta relaci�o �es d�equival�encia�

b� doneu el conjunt quocient A�R per a q � �� i p � ���
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		� A Rr f�g es de�neix la relaci�o


a � b�� a �
�

a
� b�

�

b
�

Proveu que � �es una relaci�o d�equival�encia i trobeu els elements de la classe d�equival�encia

d�un element a � Rr f�g�

	�� En el conjunt dels segments del pla
 es de�neix la relaci�o
 dos segments estan rela�

cionats quan pertanyen a una mateixa recta� Estudieu aquesta relaci�o�

	�� Sigui A un conjunt no buit i R la relaci�o de�nida a P�A� per

A�RA� �� A� � A� �� ��

Demostreu que aquesta relaci�o �es sim�etrica i no re exiva�

	�� Sigui A el conjunt Nrf�g� Al conjunt A�A es de�neix la relaci�o �a� b� � �c� d� ��
ad � bc� Proveu que �es d�equival�encia i descriviu el conjunt quocient �A �A�� ��

	
� Al conjunt N es de�neix la relaci�o x � y �� �x
�
� � �y

�
� on � � signi�ca la part entera�

Estudieu	ne les propietats�

	�� Es de�neix a Zla relaci�o a � b�� �a� b � !��

a� Proveu que �es d�equival�encia i trobeu Z���
b� Comproveu que la relaci�o a �s b�� a 
 b � !� �es la mateixa que ��
c� Feu el mateix problema amb la relaci�o �a� b � !��

	�� Sigui Z� Z el subconjunt del pl�a dels punts amb coordenades enteres� En aquest

conjunt es de�neix la relaci�o

�a� b� � �c� d��� a
 c � !� i b 
 d � !��

a� Proveu que �es d�equival�encia�

b� Calculeu el nombre de classes d�equival�encia�

c� Busqueu un representant de cada classe a dist�ancia m��nima de l�origen�
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	�� Sigui A un conjunt diferent del buit i f 
 A� A una aplicaci�o�

a� Si f� 
 P�A� � P�A� est�a de�nida per f��X� � ff�x� j x � Xg� �X � P�A�

demostreu que X� � X� implica que f��X�� � f��X���

b� Sobre A es de�neix la relaci�o d�equival�encia a � b �� f�a� � f�b�� �a� b � A�

Demostreu que si �a� � fag� �a � A aleshores f �es injectiva�

��� En el conjunt C dels nombres complexos es de�neix la relaci�o


a � bi � c� di �� a � c � �a � c � b � d��

Proveu que �es d�ordre� �Es d�ordre total�

��� Indiqueu quines de les aplicacions seg�uents de Z a Z s�on injectives
 exhaustives o

bijectives

a� f�x� � x � �� b� f�x� � �x�

c� f�x� � �x� � �� d� f�x� � x� 
 x�

e� f�x� � �x� �� f� f�x� � �x� � x�

�	� Indiqueu quines de les aplicacions seg�uents de R a R s�on injectives
 exhaustives o

bijectives

a� f�x� � x�� b� f�x� � x� 
 x�

c� f�x� � �x� d� f�x� � x��

e� f�x� � �x� f� f�x� � �x� � x�

��� Siguin A
 B dos conjunts amb A �� B� Considereu l�aplicaci�o f 
 A � B � B � A

de�nida per f ��a� b�� � �b� a�� Demostreu que f �es una bijecci�o�

��� Siguin X
 Y dos conjunts no buits� Proveu que f 
 X � Y �es injectiva si
 i nom�es si


existeix g 
 Y � X tal que g � f � IX � Proveu que f 
 X � Y �es exhaustiva si
 i nom�es si


existeix h 
 Y � X tal que f � h � IY �

��� Sigui f 
 R � R donada per f�x� � x�� Existeixen g i h tals que g � f � IR o b�e

f � h � IR �� Trobeu g i h si existeixen�
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�
� Sigui f 
 Z� Zdonada per f�n� � �n� Existeixen g i h tals que g � f � IZ o b�e

f � h � IZ � Trobeu g i h si existeixen�

��� Siguin f 
 A� B i g 
 B � C dues aplicacions i sigui h � g � f � Proveu

a� f i g injectives �� h injectiva�

b� f i g exhaustives �� h exhaustiva�

c� f i g bijectives �� h bijectiva
 i
 a m�es a m�es
 h�� � f�� � g���
d� h injectiva �� f injectiva�

e� h exhaustiva �� g exhaustiva�

f� h exhaustiva i g injectiva �� f exhaustiva�

g� h injectiva i f exhaustiva �� g injectiva�

��� Siguin f 
 X � Y� g 
 Y � Z� h 
 Z � T aplicacions tals que g �f i h�g s�on bijectives�
Proveu que f 
 g i h s�on bijectives �utilitzeu el problema anterior��

��� Sigui f 
 X � Y una aplicaci�o� Siguin A�B � X i C�D � Y � Demostreu


a� f�A �B� � f�A� � f�B��
b� f�A �B� � f�A� � f�B��
c� f�A rB� � f�A� r f�B��

d� f���C �D� � f���C� � f���D��
e� f���C �D� � f���C� � f���D��
f� f���C rD� � f���C�r f���D��

g� A � f�� �f �A�� �

h� f�f���C�� � C�

��� Amb la notaci�o del problema anterior
 si f �es injectiva
 demostreu que a m�es de les

propietats anteriors es compleix


a� f�A �B� � f�A� � f�B��
b� A � f�� �f �A�� �

c� f�A rB� � f�A� r f�B��



	� �� Conjunts� relacions i aplicacions

��� Amb la notaci�o dels problemes anteriors
 si f �es exhaustiva demostreu que es compleix

C � f�f���C���

�	� Donada f 
 Rr f
�g � R per f�x� �
x� �

x� �

 calculeu f�A�
 f��A� i f���A� en els

casos seg�uents


a� A � ��� ��� b� A � ��� ��� c� A � ������� d� A � �
��
���

��� Sigui A un conjunt� De�nim l�aplicaci�o f 
 P�A� � P�A� per f�B� � A r B
 per a

qualsevol B � P�A��
a� Demostreu que f �es una bijecci�o�

b� Trobeu la seva inversa�
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�� Estructures algebraiques

Operacions

De�nici�o� Una operaci�o bin�aria �es una aplicaci�o f 
 A � B � C� Si A � B � C

l�operaci�o �es interna�

Per tant
 una operaci�o bin�aria interna en A assigna a cada parell d�elements de A


�a� b�
 un altre element de A
 f�a� b� � A� Per exemple
 la suma de naturals �es una aplicaci�o
f 
 N � N � N que assigna a cada dos naturals m
 n
 un altre natural f�m�n� � m � n


que �es la suma dels dos�

De�nici�o� Una operaci�o bin�aria interna

� 
 A�A� A

�a� b�� a� b

t�e la propietat


�� associativa � �a� b� c � A� a� �b � c� � �a � b� � c�

�� commutativa � �a� b � A� a� b � b� a�

�� l�element e � A �es element neutre � �a � A� a � e � e� a � a�

�� si e � A �es element neutre
 i a � A

a �es inversible� 	a�� � A� a � a�� � a�� � a � e�

Si l�operaci�o �es la suma
 l�element invers de a s�anomena element sim�etric i s�escriu


a�

Si tenim dues operacions � 
 A�A� A
 � 
 A�A� A
 direm que � �es distributiva

respecte a � si
 i nom�es si


�a� b� c � A� a � �b � c� � �a � b� � �a� c� i �b � c�� a � �b� a� � �c� a��
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Estructura d�un conjunt amb una operaci�o bin�aria interna

De�nici�o� Un conjunt A amb una operaci�o bin�aria interna � 
 A �A � A
 �A���

direm que �es


semigrup � � �es associativa�

monoide �
� � �es associativa

existeix element neutre� e � A�

grup �

���
��
� �es associativa

existeix element neutre� e � A
�a � A� a �es inversible�

grup abeli�a o commutatiu �
�
�A��� �es grup

� �es commutativa�

De�nici�o� Sigui �A��� un grup i sigui H un subconjunt no buit de A� Direm que

�H��� �es un subgrup de A si


�� � a� b � H � a � b � H


�� � a � H � a�� � H�

Si H �� A
 H �� feg
 es diu que �H��� �es un subgrup propi de �A����

Estructura d�un conjunt amb dues operacions bin�aries internes

De�nici�o� Un conjunt A amb dues operacions bin�aries internes � 
 A � A � A i

� 
 A�A� A
 �A�����
 direm que �es


anell �

���
��

�A��� �es grup abeli�a

� �es associativa

� �es distributiva respecte a ��

anell unitari o amb unitat �
�
�A����� �es anell

existeix element neutre per l�operaci�o ��

anell commutatiu �
�
�A����� �es anell

� �es commutativa�
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cos �
�
�A����� �es anell amb unitat

tot element diferent del neutre de � �es inversible per l�operaci�o ��

cos commutatiu �
�
�A����� �es cos

� �es commutativa�

De�nici�o� Sigui �A����� un anell on � �es l�element neutre de �A���� Direm que

a� b � A s�on divisors de zero de A si a �� �� b �� � i a � b � ��

De�nici�o� Si un anell no t�e divisors de zero
 direm que �es integre o b�e que �es un

domini d�integritat�
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Exercicis

�� A Q es de�neix l�operaci�o a � b � a � b � � 
 amb � � N �x� Calculeu � perqu�e la llei

sigui associativa� Estudieu altres possibles propietats�

	� En el conjunt E � fa� b� cg
 es de�neix una llei interna donada per


a� � a� b� � b� c� � c� bc � cb � a� ca � ac � b� ab � ba � c�

Demostreu que aquesta llei commutativa no �es associativa�

�� De�nim a R l�operaci�o a � b � kab� k��a� b� on k� k� s�on reals �xos� Trobeu k i k� per

tal de que l�operaci�o sigui associativa�

�� �Es �Q���� grup
 on x � y � x
y �

�� Estudieu l�estructura de �Z��� on a � b � a� b � �ab�


� Considereu l�operaci�o

x � y � x � y

� � xy

a l�interval �
�� �� � R� Estudieu les propietats de ��

�� Quina estructura t�e �Rr f�g� ��
 on

x � y �
�
xy� si x � �
x
y � si x � ��

�� La llei de composici�o de dues resist�encies en paral�lel R� i R� ve donada per R � R�	R�

on
�

R
�

�

R�
�

�

R�
� Estudieu les propietats de la llei 	� �Es grup�
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�� A la teoria de la relativitat restringida
 la llei de composici�o de dues velocitats v� i v�

de la mateixa direcci�o �es

v �
v� � v�

� �
v�v�
c�

�

on c �es la velocitat de la llum� Estudieu les propietats d�aquesta llei�

��� A R es de�neix l�operaci�o x 	 y � n
p
xn � yn on n �es un nombre natural senar�

a� Proveu que �R� 	� �es un grup abeli�a�

b� �Es �R�� 	� un subgrup de �R� 	��

��� Considerem el conjunt S � Rr f
�g i l�operaci�o x � y � x � y � xy�

a� Demostreu que � �es operaci�o interna a S�
b� Vegeu que �S� �� t�e estructura de grup�
c� Trobeu x tal que � � x � � � ��

�	� En un grup abeli�a �G���
 resoleu
 tot justi�cant els passos realitzats
 l�equaci�o

x�a�b�x�c � b�x�a�

amb a� b� c � G elements donats� Feu el mateix suposant que G no �es abeli�a amb l� equaci�o


a�x�b�c�x � a�b�x�

��� Proveu que si en un grup es satisf�a x� � e
 per a qualsevol element x
 on e denota

l�element neutre
 aleshores el grup �es commutatiu�

��� Sigui �G� �� un grup� Demostreu que G �es abeli�a si
 i nom�es si
 per a tot a� b � G es

compleix �a � b�� � a� � b��

��� Trobeu � per tal que �Z����� sigui anell
 on

a� b � a� b 
 ��

a� b � ab � ��a � b� � ���
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�
� �Es anell Q �Q amb les operacions


�a� b� � �a�� b�� � �a � a�� b � b���

�a� b� � �a�� b�� � �aa� � �bb�� ab� � a�b��

���

a� Sigui A � fx� y
p
� j x� y � Qg � R� Proveu que A �es cos amb la suma i el producte

ordinaris�

b� �Es cos B � fx� y
p
� j x� y �Zg � R amb la suma i el producte ordinaris�

��� Donat un conjunt A �� �
 demostreu que �P�A������ �es anell commutatiu unitari amb
divisors de zero
 on � representa la difer�encia sim�etrica de conjunts
X�Y � X�Y rX�Y
�per la demostraci�o de la propietat associativa utilitzeu els diagrames de Venn��

��� Considerem a Z�Zles operacions

�a� b� � �c� d� � �a � c� b � d��

�a� b� � �c� d� � �ac
 bd� ad � bc��

Demostreu que �es anell� Quins elements s�on inversibles�

	�� Sigui �A��� �� un anell� De�nim l�operaci�o seg�uent en A
 x� y � xy 
 yx� Demostreu

que x� �y � z� � y � �z � x� � z � �x � y� � �� �x� y� z � A�

	�� Proveu que el conjunt RR de les aplicacions de R en R �es un anell commutatiu unitari

i no ��ntegre amb la suma i el producte seg�uents


�f � g� �x� � f�x� � g�x�� �f � g� �x� � f�x�g�x��
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�� L	�algebra de les matrius

Matrius i tipus de matrius

Sigui �K��� �� un cos �normalment K � R
 Q �o C ��

De�nici�o� Una matriu A d�ordre m� n �es una aplicaci�o

A 
 f�� �� � � � �mg � f�� �� � � � � ng � K

�i� j� � aij �

Ho escriurem


A �

�
B	

a�� � � � a�n
a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � �
am� � � � amn
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Per a tot i � f�� �� � � � �mg
 �ai�� ai�� � � � � ain� �es un vector 	la�

Per a tot j � f�� �� � � � � ng
 �a�j � a�j � � � � � amj � �es un vector columna�

m �es el n�ombre de �les i n �es el nombre de columnes de la matriu�

De�nici�o� M�m�n�K� �es el conjunt de les matrius d�ordre m � n amb elements en

K� Si m � n les matrius es diuen quadrades d�ordre n i es denoten per M�n�K��

De�nici�o� Siguin A �M�m�n�K� i B �M�p� q�K�


A � B ��
�
i� m � p i n � q

ii� aij � bij � �i� j�
Tipus de matrius

�� Matriu nul�la


O �

�
B	
� � � � �
� � � � �
� � � � � � � � �
� � � � �
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�� Matriu triangular superior �inferior�
 si aij � �
 �i� j tal que j � i �j � i��

�� Matriu diagonal
 si aij � �
 �i� j tal que j �� i�

�� Matriu identitat In


In �

�
B	
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � � � � � � � � �
� � � � � �
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Operacions amb matrius

�� Suma de matrius

De�nici�o� Siguin A � �aij �
 B � �bij � matrius de M�m�n�K�
 la matriu suma A�B

de M�m�n�K� est�a de�nida per

A�B � �cij�� on cij � aij � bij � �i� j�

Propietats� �A�B�C �MAT �m�n�K�
 es compleix

�� A�B � B �A�

�� A� �B � C� � �A �B� �C�

�� O �A � A�O � A�

�� 
A � �
aij � satisf�a
 A� �
A� � �
A� �A � O�

Proposici�o� El conjunt �M�m�n�K���� �es un grup abeli�a�

	� Producte d�un escalar per una matriu

De�nici�o� Siguin � � K i A � �aij � �M�m�n�K�
 la matriu � �A �M�m�n�K� est�a

de�nida per

� �A �

�
B	

�a�� � � � �a�n
�a�� � � � �a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � �
�am� � � � �amn
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Propietats� �A�B�C �M�m�n�K� i ���� �� � K

�� ��� � ��� �A � �� �A � �� �A�
�� �� � �A �B� � �� �A� �� �B�
�� ������ �A � �� � ��� �A��
�� �� �O � O
 � �A � O
 � �A � A�

�� Producte de matrius

De�nici�o� Siguin A � �aij � � M�m�n�K� i B � �bjk� � M�n� p�K�
 la matriu

A �B � M�m�p�K� est�a de�nida per

A �B � �cik�� on cik �
nX
j��

aijbjk�

Propietats� �A �M�m�n�K�
 B �M�n� p�K�
 C �M�p� q�K� i � � K

�� A � �B �C� � �A �B� � C�
�� Im �A � A � In � A�

�� �� �A� �B � � � �A �B� � A � �� �B��
�� si A �M�m�n�K�
 B�C �M�n� p�K�
 A � �B � C� � �A �B� � �A � C�


si A�B �M�m�n�K�
 C �M�n� p�K�
 �A �B� �C � �A � C� � �B � C��

Proposici�o� �M�n�K���� �� �es un anell unitari�

Matriu inversa i transposada

De�nici�o� Sigui A � M�n�K� una matriu quadrada
 A�� � M�n�K� �es la matriu

inversa de A si A �A�� � A�� � A � In� La inversa d�una matriu
 si existeix
 �es �unica� Si

una matriu A t�e inversa es diu que A �es invertible�

Proposici�o� Si A�B �M�n�K� s�on matrius invertibles i � �� � aleshores


i� A �B �es invertible�

ii� �A �B��� � B�� �A���
iii� �A����� � A�

iv� �� �A��� � �
� �A���
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De�nici�o� Sigui A � �aij � � M�m�n�K�
 At � �aji� � M�n�m�K� �es la matriu

transposada de la matriu A
 resultat de canviar �les per columnes�

Propietats�

�� �At�t � A�

�� �A�B�t � At �Bt
 �� �A�t � � �At
 �A �B�t � Bt �At�

�� �At��� � �A���t�

De�nici�o� Sigui A � M�n�K�� A �es sim�etrica si A � At� A �es antisim�etrica si

A � 
At�

Matrius per Blocs

De�nici�o� Una matriu per blocs �es una matriu on els seus elements s�on matrius

rectangulars o submatrius� Sigui A �M�m�n�K�


A �

�
A�� A��

A�� A��

�

A�� �M�l� k�K�� A�� �M�l� n 
 k�K��

A�� �M�m 
 l� k�K�� A�� �M�m 
 l� n
 k�K��

Sigui B �M�n� p�K�


B �

�
B�� B��

B�� B��

�

B�� �M�k� q�K�� B�� �M�k� p 
 q�K��

B�� �M�n 
 k� q�K�� B�� �M�n 
 k� p
 q�K�

es veri�ca


A �B �

�
A�� A��

A�� A��

�
�
�
B�� B��

B�� B��

�
�

�

�
A�� �B�� �A�� �B�� A�� �B�� �A�� �B��

A�� �B�� �A�� �B�� A�� �B�� �A�� �B��

�
�M�m�p�K��
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PAQ�reduccions

Canvis elementals per �les

Sigui A �M�m�n�K�� Els canvis elementals per 	les �c�e�f�� s�on


�f� intercanviar dues �les de A�

�f� substituir una �la de A per aquesta mateixa �la m�es una altra �la multiplicada

per un escalar � � K�
�f� multiplicar una �la de A per un escalar � � K
 � �� ��

Un c�e�f� pot interpretarse com una aplicaci�o


e 
 M�m�n�K� �M�m�n�K�

A� e�A��

Proposici�o �� A cada c�e�f� e li correspon un c�e�f� e� del mateix tipus que e i tal

que e��e�A�� � e�e��A�� � A�

De�nici�o� Siguin A�B � M�m�n�K�� B �es equivalent a A per �les �B  f A� si es

pot obtenir de A a partir d�una succesi�o �nita de c�e�f�

De�nici�o� P � M�m�K� �es una matriu elemental per 	les �m�e�f�� si s�obt�e a partir

de Im per un �unic c�e�f�

Proposici�o 	� Sigui e un c�e�f� i P � M�m�K� tal que P � e�Im�� Per tota matriu

A �M�m�n�K� es compleix
 e�A� � e�Im� �A � P �A�

Proposici�o �� Tota matriu elemental per �les
 P 
 �es invertible�

Proposici�o �� Siguin A�A� � M�m�n�K�� A�  f A� A� � P �A on P �es producte

de m�e�f�

La proposici�o � permet obtenir matrius equivalents per �les esglaonades fent c�e�f�

Canvis elementals per columnes

Sigui A �M�m�n�K�� Els canvis elementals per columnes �c�e�c�� s�on


�c� intercanviar dues columnes de A�



�� �� L	�algebra de les matrius

�c� substituir una columna de A per aquesta mateixa columna m�es una altra columna

multiplicada per un escalar � � K�
�c� multiplicar una columna de A per un escalar � � K
 � �� ��

Un c�e�c� pot interpretarse com una aplicaci�o


e� 
 M�m�n�K� �M�m�n�K�

A� e��A��

Proposici�o �� A cada c�e�c� e� li correspon un c�e�c� e�� del mateix tipus que e� i tal

que e���e��A�� � e��e���A�� � A�

De�nici�o� Siguin A�B �M�m�n�K�� B �es equivalent a A per columnes �B  c A� si

es pot obtenir de A a partir d�una succesi�o �nita de c�e�c�

De�nici�o� P � M�n�K� �es una matriu elemental per columnes �m�e�c�� si s�obt�e a

partir de In per un �unic c�e�c�

Proposici�o 
� Sigui e� un c�e�c� i Q � M�n�K� tal que Q � e��In�� Per tota matriu

A �M�m�n�K� es compleix
 e��A� � A � e��In� � A �Q�

Proposici�o �� Tota matriu elemental per columnes
 Q
 �es invertible�

Proposici�o �� Siguin A�A� � M�m�n�K�� A�  c A � A� � A �Q on Q �es producte

de m�e�c�

La proposici�o � permet obtenir matrius equivalents per columnes esglaonades fent

c�e�c�

Matrius esglaonades

La matriu seg�uent �es esglaonada per �les


�
B	
� � 
� � 
� � 
�
� � � � � � �
� � � � 
� � 
�
� � � � � � �
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La matriu seg�uent �es esglaonada per columnes


�
BBBBB	

� � � � �
� � � � �
� � 
� � �
� � � � �
� � � � �
� � 
� � �
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La matriu transposada d�una matriu esglaonada per �les �es una matriu esglaonada

per columnes�

Teorema� Tota matriu A � M�m�n�K� �es equivalent per �les �columnes� a una

matriu esglaonada per �les �columnes��

Teorema� Donada una matriu A � M�m�n�K�
 existeixen dues matrius invertibles

P �M�m�K� i Q �M�n�K� i un r �Z
 � 
 r 
m�n tal que


P �A �Q �

�
Ir �
� �

�
�

Les matrius P i Q no s�on �uniques
 depenen dels canvis elementals�

Matrius invertibles i inversa generalitzada

De�nici�o� Sigui A �M�m�n�K�
 de�nim el rang de A
 rang�A�


rang�A� � r �� 	P�Q invertibles
 tal que P �A �Q �

�
Ir �
� �

�
�

Teorema� Sigui A �M�n�K� una matriu quadrada


A �es invertible�� rang�A� � n�

Proposici�o� El rang d�una matriu �es independent de la PAQ	reducci�o�

C�alcul de la inversa d�una matriu quadrada

Sigui A � M�n�K�� Fem c�e�f� sobre la matriu �InjA�
 comprovem si rang�A� � n i


en cas a�rmatiu
 trobem la matriu invertible P tal que P �A � In� Llavors P � A���
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De�nici�o� Sigui A �M�n�K� amb rang�A� � n o b�e A � M�m�n�K� no quadrada�

La inversa generalitzada de la matriu A
 Ai
 �es una matriu que compleix


A �Ai �A � A�

Teorema� �A � M�m�n�K� t�e una inversa generalitzada que ve donada per la

f�ormula


Ai � Q �
�
Ir U
V W

�
� P

on U 
 V 
 W s�on matrius qualssevol i P i Q s�on matrius d�una PAQ	reducci�o
 �es a dir
 tals

que


P �A �Q �

�
Ir �
� �

�
�
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Exercicis

�� Considereu les tres matrius seg�uents


A �

�
� � �

� � �

�
� B �

�
� � 
�
� � �

�
� C �

�
	 ��� ���
��� ���
��� ���



A �

Trobeu
 quan tingui sentit
 A � B
 
�B
 A � �B
 B 
 A
 A � C
 A � B
 A � Bt
 At � B

A � �B � C��

	� Si A �M�n� p�R�
 a qu�e �es igual In �A� I si A �M�m�n�R�
 a qu�e �es igual A � In�

�� Si A �

�
� 
�

� �

�
i B �

�
� �
� �

�

 calculeu �A �B�t i Bt �At� Noteu que encara que

A i B s�on sim�etriques
 A �B no ho �es� Calculeu Bt �A �B i comproveu que �es sim�etrica�

�� Sigui A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A� Calculeu A�� A� i A��

�� Si A �

�
� i
i �

�
on i� � 
�
 doneu una expressi�o general per a An�


� Si A �

�
cos� sin�

 sin� cos�

�

 demostreu que An �

�
cosn� sinn�

 sinn� cosn�

�
�

�� Trobeu totes les matrius A �M���R� tals que A� � I��

�� Un cas important on podem simpli�car B de l�equaci�o matricial A �B � C �B �es quan

aquesta identitat es satisf�a per a tota B� Per exemple
 proveu que si

�
a�� a��
a�� a��

�
�
�
b�
b�

�
�

�
c�� c��
c�� c��

�
�
�
b�
b�

�

per a tot b�� b�
 llavors A � C�



�� �� L	�algebra de les matrius

�� Suposeu que la tercera columna d�una matriu A �es igual a dues vegades la primera

columna� Demostreu que la mateixa propietat �es certa per a qualsevol producte B �A�

��� Quines matrius reals satisfan At �A � O� Justi�queu la resposta�

��� Doneu dues matrius A�B � M���R� que no tinguin cap component nul�la per�o que

compleixin A �B � O�

�	� Sigui A �

�
a c
b d

�
tal que ad
 bc �� �� Trobeu A���

��� Si A �es una matriu deM���R� que commuta amb tota matriu d�aquest mateix conjunt


llavors demostreu que A ha de ser un m�ultiple de la matriu identitat I��

��� Resoleu l�equaci�o matricial �A �X����� �B � X
 on

A � ���

�
� 
�
� �

�
i B �

�
� �
� �

�
�

��� Demostreu que si A �es una matriu d�involuci�o �A� � I�
 aleshores la matriu B �
�
� �I �A� �es idempotent �B� � B��

�
� Trobeu per a quines matrius quadrades A i B es compleix


a� �A�B�� � A� � �A �B �B��

b� �A�B� � �A 
B� � A� 
B��

��� Una matriu A es diu d�involuci�o si A� � I� Demostreu que A� �es d�involuci�o si
 i

nom�es si
 �I 
A� � �I �A� � O�

��� Sigui A una matriu quadrada� Comproveu que A �At �es una matriu sim�etrica i que

A 
 At �es una matriu antisim�etrica� Proveu que tota matriu quadrada �es suma d�una

matriu sim�etrica i una antisim�etrica�



�� L	�algebra de les matrius ��

��� Si A i B s�on dues matrius sim�etriques
 demostreu que A � B � B � A �es una matriu

sim�etrica i A �B 
B �A �es antisim�etrica�

	�� Suposeu que A �es una matriu quadrada que satisf�a A� 
 �A� I � O� Demostreu que

A�� � �I 
A�

	�� Sigui A una matriu quadrada�

a� Si A� � O
 proveu que I 
A �es invertible�

b� Si A� � O
 proveu que I 
A �es invertible�

c� En general
 si An � O per a un cert n �Z�
 demostreu que I 
A �es invertible�

d� Suposeu que A� � �A � I � O� Demostreu que A �es invertible�

e� Suposeu que A� 
A � I � O� Demostreu que A �es invertible�

		� Siguin A i B dues matrius quadrades de la mateixa mida� Direm que A �es semblant a

B si existeix una matriu invertible T tal que B � T �A � T��� Si aquest �es el cas
 proveu

a� B �es semblant a A�

b� A �es invertible si
 i nom�es si
 B �es invertible�

c� At �es semblant a Bt�

d� si An � O i C �es una matriu invertible de la mateixa mida que A
 llavors

�C �A �C���n � O�

	�� Si A compleix A� 
 �A� � �A � I � O
 demostreu que tota matriu semblant amb A

compleix la mateixa igualtat�

	�� Demostreu que respecte la multiplicaci�o
 el subconjunt de M�n�R� format per les

matrius diagonals invertibles t�e estructura de grup abeli�a�

	�� Siguin A�B � M�n�R�� Demostreu que si existeix una matriu P � M�n�R� tal que

P�� � P t i
 P t � A � P i P t � B � P s�on dues matrius diagonals
 aleshores es compleix que

A �B � B �A� Demostreu que A i B s�on matrius sim�etriques



�
 �� L	�algebra de les matrius

	
� Sense usar llapis ni paper� determineu si les matrius seg�uents s�on invertibles�

�a�

�
B	
� � 
� ���
� � ��� 
�
� � � 
��
� � � ����



CA � �b�

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA �

	�� Trobeu una matriu K tal que A �K �B � C
 on

A �

�
	 � �

� �
� 
�



A � B �

�
� � �
� � 
�

�
� C �

�
	 � � 
�

� 
� �

� � �



A �

	�� Trobeu una PAQ	reducci�o de les matrius seg�uents


a�

�
	 � � � �

� � � �

� � � �



A � b�

�
B	

� � � � �

� � � � �

� 
� � � �

� 
� 
� � �



CA � c�

�
	
� �
��� �
� �



A �

d�

�
	 � 
� � 
� ��

� � � �� ��

� � � � �



A � e�

�
� � � 
� �
� � 
� � �

�
�

	�� Siguin A i B dues matrius i C la matriu de�nida per blocs

�
A �
� B

�
� Demostreu que

rang�C� � rang�A� � rang�B��

��� Donada la matriu

A �

�
	 � � � �

� 
� � 
�
� � � �



A �

trobeu una matriu invertible P � M���R� tal que P � A tingui forma esglaonada redu��da

per �les�

��� Trobeu
 si existeix
 la inversa de cadascuna de les matrius seg�uents


a�

�
� �
� �

�
� b�

�
	 � � 
�
� � �
� � 
�



A � c�

�
	 � � �

� � �

� � 
�



A � d�

�
	 �

�
�
�

�
�

�
�

�
�


�
�
 �

�
�
��

�
��



A �

e�

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA � f�

�
B	
� �� � �
� � � 
�
� 
� � �
� � � �



CA � g�

�
B	
k � � �
� k � �
� � k �
� � � k
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�� L	�algebra de les matrius ��

�	� Si Ai �es una inversa generalitzada de A
 demostreu que �Ai�
t
�es una inversa genera	

litzada de At�

��� Calculeu la inversa generalitzada de

�
BBBBB	


� � � �

� � � 
�
� 
� � �
� � 
� 
�
� 
� � �
� � 
� 
�
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� Sistemes d	equacions lineals

Sistemes d�equacions

De�nici�o� Sigui �K��� �� un cos commutatiu� Resoldre el sistema d�equacions lineals

s format per m equacions amb n inc�ognites x�� x�� � � � � xn


�s�

�����
����

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

� � � � � � � � � � � �
am�x� � am�x� � � � �� amnxn� bm

equival a trobar tots els elements �x�� x�� � � � � xn� � Kn que satisfan lesm equacions alhora�

Discutir un sistema consisteix en esbrinar si el sistema t�e soluci�o �compatible� o no

t�e soluci�o �incompatible�� En el cas que tingui soluci�o cal discutir si la soluci�o �es �unica

�compatible determinat� o si hi ha m�es d�una soluci�o �compatible indeterminat��

Els escalars aij � K s�anomenen coe	cients
 xi s�on les incognites i bi � K s�on els

termes independents�

El sistema s �es homogeni si bi � �
 �i � �� � � � �m� Tot sistema homogeni admet la

soluci�o trivial x� � x� � � � � � xn � ��

Considerem les matrius seg�uents


A �

�
B	

a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn



CA X �

�
B	

x�
x�
� � �
xn



CA b �

�
B	

b�
b�
� � �
bm



CA

A� �

�
B	

a�� a�� � � � a�n b�
a�� a�� � � � a�n b�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn bm



CA



�� 
� Sistemes d	equacions lineals

La matriu A �es la matriu del sistema i la matriu A� �es la matriu ampliada� El sistema s

admet la representaci�o matricial

A �X � b

Discussi�o d�un sistema d�equacions

Considerem A �M�m�n�K��

Teorema� El sistema homogeni A �X � � t�e soluci�o no trivial si
 i nom�es si


rang�A� � n�

Teorema� El sistema A �X � b �es compatible si
 i nom�es si
 rang�A� � rang�A�� � r�

En aquest cas el sistema �es determinat si
 i nom�es si
 r � n�

Si A �X � b �es un sistema compatible amb rang�A� � rang�A�� � r
 llavors es poden

trobar n
 r inc�ognites a les quals se�ls hi poden assignar valors arbitraris� El sistema es

resol considerant aquestes inc�ognites com a par�ametres� Direm que el sistema t�e n 
 r

graus de llibertat�

Resoluci�o d�un sistema d�equacions

De�nici�o Dos sistemes d�equacions s�on equivalents si tenen les mateixes solucions�

Teorema� Si A� �es la matriu ampliada d�un sistema
 fent canvis elementals per �les

en la matriu A� obtenim sistemes equivalents�

Podem resoldre un sistema fent canvis elementals per �les a la matriu ampliada�

L�equaci�o trivial �x���x�� � � ���xn � � �es irrellevant i per tant poden suprimir una �la

de zeros� Una equaci�o del tipus
 �x� � �x� � � � � � �xn � k
 on k �� �
 no t�e soluci�o i per

tant el sistema �es incompatible�




� Sistemes d	equacions lineals ��

Exercicis

�� Quines de les equacions seg�uents s�on lineals en x� y
 i z�

a� x � �xy � z � �� b� x � y � z � sin k�

c� x 
 �y � �z��� � �� d� x �
p
�z 
 y � ��

e� x � y�� 
 �z � �� f� x � z�

	� Trobeu un sistema d�equacions lineals que correspongui a cadascuna de les matrius

ampliades seg�uents


a�

�
	 � � � �
� � � �
� 
� � �



A � b�

�
	
� � 
�

� � �
� 
� �



A �

c�

�
��� � � � �
� ��� � � �

�
� d�

�
B	
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �



CA �

�� Digueu


a� Quin �es el rang d�un sistema compatible determinat amb � equacions i � inc�ognites�

I si el sistema �es indeterminat�

b� Quantes equacions s�on necess�aries �com a m��nim� per tenir un sistema indeterminat

amb � graus de llibertat i rang �� Quantes inc�ognites tindr�a aquest sistema�

c� Pot ser compatible determinat un sistema amb � equacions i �� inc�ognites�

d� Inventeu un sistema compatible determinat
 un altre d�indeterminat i un altre d�in	

compatible
 tots ells amb � inc�ognites i � equacions�

�� Si A�B �M�n�R� i A
B no �es invertible
 demostreu que existeix almenys una matriu

X �M�n� ��R�
 X �� �
 tal que A �X � B �X�

�� Comproveu que el sistema d�equacions seg�uent �es compatible indeterminat nom�es si

c � a� b
 ����
���

x � y � �z � a

x � z � b

�x � y � �z � c



�	 
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� Demostreu que el sistema ��
�

x �y �z � a

x 
y 
�z � b

x 
y � c

no t�e soluci�o si a � �� b � � i c � ��

�� Resoleu el sistema���
��

x� � �x� 
 �x� � �x� � �
�x� � �x� 
 �x� 
 �x� � �x� 
 �x	 � 
�

� �x� � ��x� � ��x	 � �
�x� � �x� � �x� � �x� � ��x	 � �

�� Resoleu els sistemes homogenis seg�uents


a�

�����
����

�x� 
 �x� � x� � x� � �
x� 
 �x� � �x� � �


 �x� 
 �x� 
 x� � �
x� � �x� � x� � �
x� 
 �x� 
 x� � x� � �

b�

�
x � �y 
 �z � �
�x 
 �y � z � �

�� Resoleu els sistemes d�equacions seg�uents


a�

��
�

x� � x� � �x� � �

x� 
 �x� � �x� � �
�x� 
 �x� � �x� � ��

b�

��
�

�x� � �x� � �x� � �

�x� � �x� � �x� � �

�x� � �x� � x� � �

c�

���
��

x 
 y � �z 
 w � 
�
�x � y 
 �z 
 �w � 
�

x � �y 
 �z � w � �
�x 
 �w � 
�

��� Discutiu a C 
 ���
��
ix � y � iz � t � �
�x 
 y � �z 
 t � �
x � iy 
 z 
 it � �
x � y � z 
 t � �




� Sistemes d	equacions lineals ��

��� Discutiu
 segons el valor del par�ametre real a
 el sistema d�equacions seg�uent��
�

x � �y 
 �z � �
�x 
 y � �z � �
�x � y � �a� 
 ���z � a� �

�	� Estudieu
 segons els valors dels par�ametres
 els sistemes seg�uents


a�

���
��
bx � y � z � b�

x 
 y � z � �
�x 
 y 
 z � �
�x 
 y � z � �b

b�

��
�

x � y � k
ax � by � k�

a�x � b�y � k�

c�

�����
����

ax � y 
 z � t 
 u � �
x � ay � z 
 t � u � �

x � y � az � t 
 u � �
x 
 y � z � at � u � �

x � y 
 z � t � au � �

��� Tres m�aquines diferents
 A
 B i C
 s�on utilitzades � hores di�aries per produir quatre

productes diferents t
 u
 v i w� El nombre d�hores que cada m�aquina ha de ser utilitzada

per fabricar una unitat de cada producte ens ho mostra la taula seg�uent


Producte

M�aquina t u v w

A � � � �
B � � � �
C � � � �

�es a dir
 per produir una unitat de v cal � hora de la m�aquina A i � hores de la m�aquina

B�

a� En termes de la quantitat de cada producte produ��t
 quines equacions representen un

ple �us de les m�aquines en � hores�

b� Resoleu el sistema trobat a l�apartat anterior�

c� Tenint present que resultats negatius no tenen sentit
 per�o s�� les solucions no enteres


interpreteu la soluci�o del sistema�

d� Quina quantitat es fabrica de cada producte si la producci�o de t �es maximitzada


mantenint el ple funcionament de totes les m�aquines�

e� Quina producci�o dels quatre articles maximitza la producci�o de w
 mantenint la plena

ocupaci�o de les m�aquines�



��
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�� Espais vectorials

Espai vectorial

De�nici�o� Sigui �E��� un grup abeli�a i �K��� �� un cos� E �es un K	espai vectorial o

espai vectorial sobre K si existeix una operaci�o externa


K �E � E

��� u�� � � u � E
que compleix
 ��� � � K
 �u� v � E


�� � � �u� v� � � � u� � � v�
�� ��� �� � u � � � u� � � v�
�� ���� � u � � � �� � v��
�� � � u � u�

Els elements de E els anomenem vectors i els de K escalars�

Propietats immediates� Si �E i �K s�on els elements neutres de �E��� i �K��� ��
respectivament


�� � � �E � �E
 �� � K�
�� �K � u � �E
 �u � E�
�� � � u � �E �� � � �K �o u � �E�

�� �
�� � u � 
�� � u� � � � �
u�
 �u � E
 �� � K�

Subespai vectorial

De�nici�o� Sigui E un K	espai vectorial i F � E� F �es subespai vectorial de E si F

amb les operacions de E indu��des a F �es K	espai vectorial�



�
 �� Espais vectorials

Proposici�o� f�Eg i E s�on subespais vectorials de E� S�anomenen subespais impropis�

Proposici�o� Sigui E un K	espai vectorial i F � E
 F �� �
 s�on equivalents


i� F �es subespai vectorial de E


ii� ��� � � K
 �u� v � F � � � u� � � v � F �

Proposici�o� Si F i G s�on subespais vectorials de E
 llavors F � G �es un subespai

vectorial de E�

Observaci�o� En general
 la uni�o de subespais vectorials no �es un subespai vectorial�

Combinacions lineals� Qualsevol expressi�o del tipus �� �u���� �u�� � � ���n �un

on �i � K i ui � E
 �i � �� �� � � � � n
 �es una combinaci�o lineal dels vectors u�� u�� � � � � un�

Subespai vectorial generat� Donat A � E
 on E �es un K	espai vectorial
 el subespai

vectorial generat per A
 � A �
 �es el subespai de E m�es petit de tots els que contenen A�

Proposici�o� Si A �� �
 el subespai vectorial generat per A est�a format per totes les

combinacions lineals de vectors de A


� A �� fu j u � �� � u� � � � �� �n � un� u�� � � � � un � A� ��� � � � � �n � K� n � Ng�

Depend�encia lineal

De�nici�o� Un conjunt de vectors B � E
 direm que �es linealment independent si
 i

nom�es si
 ���� ��� � � � � �n � K i �u�� u�� � � � � un � B


�� � u� � �� � u� � � � �� �n � un � �E �� �� � �� � � � � � �n � �K �

Si no �es linealment independent
 direm que �es linealment dependent�

Propietats�

�� B linealment independent �� �E �� B�
�� B linealment independent i B� � B �� B� linealment independent�

�� B linealment dependent �� 	u � B
 tal que u �es combinaci�o lineal de vectors de

B r fug�



�� Espais vectorials ��

Base i dimensi�o

De�nici�o� Un conjunt B de vectors de E
 direm que �es una base de E si
 i nom�es si


i� B genera E
 � B �� E�

ii� B �es un conjunt de vectors linealment independents�

Proposici�o� Si B �es una base �nita de E
 llavors qualsevol vector u � E es pot

expressar de forma �unica com a combinaci�o lineal dels vectors de la base


	��� � � � � �n � K
 �unics
 tals que u � �� � u� � � � �� �n � un
 on B � fu�� u�� � � � � ung�

Proposici�o� Sigui fa�� a�� � � � � ang un conjunt de n vectors del R	espai vectorial Rn


on ai � �ai�� ai�� � � � � ain�
 �i � �� � � � � n

fa�� a�� � � � � ang �es una base de Rn�� A �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA �es invertible�

Teorema de Steinitz� Si B � fe�� e�� � � � � eng �es una base de E i fu�� u�� � � � � urg �es
un conjunt de r vectors de E linealment independents
 aleshores r 
 n i es poden trobar

n
 r vectors de B
 ei� � ei� � � � � � ein�r 
 tals que els vectors fu�� u�� � � � � ur� ei� � ei� � � � � � ein�rg
formen una base de E�

Lema� Si fe�� e�� � � � � eng �es una base de E i u � �� � e� � � � � � �n � en amb �� �� �

aleshores fu� e�� � � � � eng �es base de E�

Corol�lari� Si E �es un espai vectorial amb una base �nita �el nombre de vectors de la

base �es �nit�
 aleshores qualsevol altra base de E �es �nita i t�e el mateix nombre de vectors�

De�nici�o� La dimensi�o d�un espai vectorial E
 dim�E�
 �es el nombre de vectors d�una

base qualsevol�

Propietats�

�� Si E � f�Eg
 llavors dim�E� � ��

�� A un espai vectorial de dimensi�o n


i� n vectors linealment independents formen base


ii� n vectors que generin E formen base�

�� Si F �es un subespai vectorial de E
 llavors dim�F � 
 dim�E��
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�� Si F �es un subespai vectorial de E de dimensi�o �nita
 i dim�F � � dim�E�
 llavors

E � F �

Proposici�o� Sigui fa�� a�� � � � � amg un conjunt de m vectors del R	espai vectorial Rn


on ai � �ai�� ai�� � � � � ain�
 �i � �� � � � �m� Considerem la matriu

A �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn



CA

i el subespai vectorial de Rn
 FA �� a�� a�� � � � � am �� Sigui A� la matriu esglaonada per

�les equivalent a A obtinguda fent canvis elementals per �les
 �es a dir
 existeix una matriu

invertible P tal que A� � P �A� Aleshores

i� FA � FA� 
 �es a dir
 fent canvis elementals per �les el subespai no varia�

ii� Les �les no nul�les de A� formen una base de FA� i
 per tant
 tamb�e de FA�

iii� El nombre de vectors de la base de FA �es rang�A��

Suma de subespais vectorials� Suma directa

De�nici�o� Si F i G s�on subespais de E
 el subespai vectorial suma est�a format pels

vectors


F �G � fu� v j u � F� v � Gg�

Propietats� Si F 
 G
 H s�on subespais vectorials de E


�� F �G �es el subespai vectorial generat per F �G
 F �G �� F �G ��

�� F � �G�H� � �F �G� � �F �H��

�� F � �G �H� � �F �G� � �F �H��

F�ormula de Grassmann� Si F 
 G s�on subespais vectorials qualssevol de E
 llavors

dim�F �G� � dim�F � � dim�G� 
 dim�F �G��

De�nici�o� La suma de dos subespais vectorials F i G �es directa �� F � G � f�Eg�

Notaci�o� Si la suma de dos subespais vectorials �es directa
 escriurem F �G�
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Proposici�o� La suma F �G �es directa si
 i nom�es si


�u�� u� � F� �v�� v� � G� u� � v� � u� � v� �� u� � u�� v� � v��

De�nici�o� Si F�� F�� � � � � Fm s�on subespais vectorials de E
 de�nim el subespai vec	

torial suma


F� � F� � � � �� Fm � fu� � u� � � � �� um j ui � Fig�

De�nici�o� La suma F� � F� � � � �� Fm �es directa si es satisf�a


u� � u� � � � �� um � v� � v� � � � �� vm �� ui � vi� �i � �� �� � � � �m� ui� vi � Fi�

�Es a dir
 la descomposici�o d�un vector en suma de vectors dels subespais �es �unica�

Proposici�o� La suma F� � F� � � � �� Fm �es directa


�� �F� � F� � � � �� Fk��� � Fk � f�Eg� �k � �� � � � �m

�� Fi � �F� � � � �� Fi�� � Fi�� � � � � � Fm� � f�Eg� �i � �� � � � �m

Propietats�

�� dim�F �G� � dim�F � � dim�G��

�� dim�F� � F� � � � � � Fm� � dim�F�� � dim�F�� � � � �� dim�Fm��

Observaci�o� Si E �es un espai vectorial de dimensi�o n i B � fu�� u�� � � � � ung �es una
base de E
 llavors

E �� u� � � � u� � � � � �� � un � �

Subespai suplementari

De�nici�o� Un subespai vectorial G �es subespai suplementari del subespai vectorial

F � E si
 i nom�es si
 E � F �G�

Proposici�o� Si F 
 G s�on subespais vectorials suplementaris en E
 llavors

dim�F �G� � dim�F � � dim�G� � dim�E��
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Observaci�o� Sigui F un subespai vectorial de E de dimensi�o k
 i fu�� u�� � � � � ukg una
base de F � Si augmentem la base de F �ns obtenir una base fu�� u�� � � � � uk� v�� v�� � � � � vrg
de E
 amb k � r � n
 llavors el subespai vectorial G �� v�� v�� � � � � vr � �es suplementari

de F en E i es satisf�a F �G � E�

Canvi de base a un espai vectorial

A un K	espai vectorial E de dimensi�o n
 considerem dues bases B � fe�� e�� � � � � eng

B� � fe��� e��� � � � � e�ng de E� Un mateix vector u � E es pot expressar de forma �unica com

a combinaci�o lineal dels vectors d�aquestes bases


u � y� � e� � y� � e� � � � � � yn � en � x� � e�� � x� � e�� � � � �� xn � e�n�

Si l�expresi�o dels vectors e��� e
�
�� � � � � e

�
n respecte de la base B � fe�� e�� � � � � eng �es
�����

����

e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � � � an� � en
e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � � � an� � en

� � � � � � � � � � � � � � �

e�n � a�n � e� � a�n � e� � � � �� ann � en

i P �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA � X �

�
B	
x�
x�
� � �
xn



CA � Y �

�
B	

y�
y�
� � �
yn



CA �

llavors P �X � Y �o b�e P�� � Y � X


P �

�
B	
x�
x�
� � �
xn



CA �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA �

�
B	

x�
x�
� � �
xn



CA �

�
B	

y�
y�
� � �
yn



CA

P�� �

�
B	

y�
y�
� � �
yn



CA �

�
B	

x�
x�
� � �
xn



CA �
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Exercicis

�� Digueu quins dels subconjunts seg�uents de R� s�on subespais vectorials


a� f�x� y� z� j x� y� z �Zg�
b� f�x� y� z� j xyz � �g�
c� f�x� y� z� j �x� �y 
 �z � �g�
d� f�x� y� z� j x � �g�

	� Sigui F�R�R� el conjunt format per les funcions de R en R� Demostreu que F�R�R� �es
espai vectorial sobre R i mireu si s�on o no subespais vectorials els conjunts seg�uents


a� el conjunt de les funcions cont��nues�

b� el conjunt de les funcions derivables�

c� el conjunt de les funcions parelles�

d� el conjunt de les funcions imparelles�

e� el conjunt de les funcions constants�

f� el conjunt de les funcions no negatives�

g� el conjunt de les funcions tals que f�x�� � f�x��� �x � R�
h� el conjunt de les funcions tals que f��� � f����

i� el conjunt de les funcions tals que f��� � � � f�
���
j� el conjunt de les funcions tals que f�
�� � ��

�� Per a quins valors de � � R el vector b �es combinaci�o lineal dels vectors ai�

a� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 a� � ���
�� ��
 b � ��� ��
���
b� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 b � ��� �� ���

c� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 b � ��� ���
���
d� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 b � ��� �� ���

�� Digueu si els vectors seg�uents s�on linealment dependents o independents


a� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ���

b� a� � ���
�� ��
 a� � ���
�� ��
 a� � ���
�� ���
c� a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ��
 a� � ��� �� ���

d� a� � ���
�� �� ��
 a� � ��� �
 �� ��
 a� � ���
�� �� ��
 a� � ���
�� �� ���
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e� a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ���
�� �� ��� ����

�� Sigui E un espai vectorial sobre R i u� v�w tres vectors de E que compleixen la relaci�o

�u � �v 
 w � 
�u 
 �v � w� Demostreu que fu� v�wg formen un sistema linealment

dependent�


� A l�espai vectorial R� considerem els vectors ��� �� �� a�� ���
�� b� ��� �
�� �� a�
��� De	
termineu a i b per tal que aquests vectors siguin linealment dependents�

�� Demostreu que les matrius A i B s�on linealment independents en M��� ��R�


A �

�
� � 
�
� � �

�
� B �

�
� � 
�
� � �

�
�

�� A l�espai F�R�R� considereu les funcions f� g� h de�nides per f�t� � t� � �t 
 �


g�t� � t� � �� h�t� � t� � t� Demostreu que s�on linealment dependents�

�� Trobeu un sistema d�equacions que de�neixi els subespais vectorials generats pels vec	

tors


a� a� � ���
�� �� ��
 a� � ��� �� �� ��
 a� � ��� �� �� ���

b� a� � ���
�� ��
�� ��
 a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ��� �� ��
�� ��
 a� � ��� ��
�� �� ���

��� Trobeu una base dels subespais vectorials generats pels vectors ai


a� a� � ��� �� ��
��
 a� � ��� �� �� ��
 a� � ��� �� �� ��
 a� � ��� �� �� ��
 a� � ��� �� �� ���

b� a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ��� ��
��
��
��
 a� � ��� �� �� ��
��

a� � ��� �� �� �� ��
 a� � ���
��
�� �� ���

��� Trobeu una base del subespai que generen els vectors ���
�� ��� ���
�� ��� ��� ��
�� i
���
�� ��� Estudieu si aquest subespai �es el mateix que el generat pels vectors ���
�� �� i
��� ��
���

�	� Es considera a R� el subespai format pels vectors �x�� x�� x�� x�� x�� tals que

x� � x� � x� 
 x�� x� � x� 
 x�� Determineu	ne una base i completeu	la �ns formar

una base de R��
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��� Es considera un espai vectorial E i una base fe�� e�� e�g� Demostreu que els vectors

fe� � e�� e� � e�� e� � e�g tamb�e formen una base de E�

��� Si fv�� v�� v�g �es una base d�un cert espai vectorial E� Demostreu que els vectors

fv� � �v�� �v� � �v�� �v� � v�g tamb�e formen una base de E�

��� Demostreu que els vectors ei � R� formen base i trobeu les components de x en aquesta

base


a� e� � ��� �� ��
 e� � ��� �� ��
 e� � ��� �� ��
 x � ��� �� ����

b� e� � ��� ��
��
 e� � ��� ��
��
 e� � ���
�� ��
 x � ��� ��
���

�
� Demostreu que els vectors ���
�� i�� �
�� i� ��� �i� ��
�� formen una base del C 	espai

vectorial C � � Trobeu les components de �� � i� � 
 i� i� en aquesta base�

��� Demostreu que v� � ��� �� �� ��
 v� � ��� �� �� ��
 v� � ��� �� �� ��
 v� � ��� �� �� �� formen

una base de R�
 i a m�es


a� calculeu les components del vector x � ��� �� ��
�� en aquesta base�

b� determineu les components d�un vector arbitrari en aquesta base�

��� Trobeu la f�ormula que relaciona les components d�un vector de R� respecte a la base

formada per e� � ��� �� ��
 e� � ��� �� ��
 e� � ��� �� ��
 amb les del mateix vector respecte

a la base formada per v� � ��� �� ��
 v� � ��� �� ��
 v� � ��� �� ���

��� Demostreu que el conjunt de les matrius de la forma

�
a b

b a

�

 a� b � R
 formen un

R	espai vectorial� Trobeu	ne una base�

	�� Sigui S el subconjunt de Rn de�nit per

S � f�x�� � � � � xn� � Rnj a�x� � � � �� anxn � �g�

amb a�� � � � � an � R donats� Demostreu que S �es un subespai vectorial de Rn i trobeu una

base de S�
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	�� Proveu que C �es un R	espai vectorial de dimensi�o � i un C 	espai vectorial de dimensi�o

�� Generalitzeu el resultat anterior a C n �

		� A R� es consideren els vectors ��� ��
�� ���
 ��� ��� �� �� i ��� �� �� ��� Proveu que s�on

linealment independents i trobeu un vector que juntament amb aquests tres formi una base

de R��

	�� A l�espai R� es considera el subespai generat pel vector ���
��� Trobeu dos

subespais que hi siguin suplementaris� Feu el mateix per al subespai de R� generat pels

vectors ���
�� ��� �
�� ��
���

	�� Considerem el subespai F �� e�� e�� e�� e� � de R�
 on e� � ��� ��
��
 e� � ��� �� ��


e� � ���
��
�� i e� � �
��
�� ���
a� Trobeu una base i la dimensi�o de F�

b� Demostreu que ���
���
��� � F i busqueu les coordenades d�aquest vector en la base

donada a l�apartat anterior�

c� Busqueu un subespai suplementari G de F �

d� Expresseu el vector u � ��� ��� ��� com a suma de v i w
 on v � F i w � G�

	�� Si S i T s�on dos subespais vectorials de R� de dimensi�o �
 demostreu que S � T ��
f��� �� ��g�

	
� Trobeu la suma i la intersecci�o dels subespais vectorials generats pels vectors ai amb

els generats pels bi on


a� a� � ��� �� ��
 a� � ��� ��
��
 a� � ��� �� ���

b� � ��� ��
��
 b� � ��� �� ��
 b� � ��� ��
���
b� a� � ��� ��
��
 a� � ��� ��
��
 a� � ��� ��
���

b� � ��� �� ��
 b� � ��� �� ��
 b� � ���
��
���

	�� Sigui F � f�x� y� z� t� j x� y� z� t � Rg el subespai de R� soluci�o de l�equaci�o x 
 y � �

i G el subespai generat per ��� �� �� �� i ��� ��
�� ��� Trobeu les bases i les dimensions de

F�G�F �G�F �G�
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	�� Comproveu si s�on subespais de R� els conjunts seg�uents


a� A � f�x� y� z� jx � z � �g�
b� B � f�x� y� z� j jxj � jyj g�
c� C � f�x� y� z� j z � x � �g�
d� D � f�x� y� z� jx � y � z � � g�
e� E � f�x� y� z� jx � y � z � � g�
f� F � f�x� y� z� jx � y � � g�
g� G � f�x� y� z� j z � x � y g�

Trobeu una base i la dimensi�o dels que siguin subespais� Calculeu una base i la

dimensi�o de D�F 
 D�G
 F �G
 A�D
 D�F 
 D�G
 F �G i A�D� Quines d�aquestes

sumes s�on directes�

	�� A R� es considera el subespai A� � ��� �� ��� ��� ��
��� ��� �� �� ��
a� trobeu una base de A�

b� trobeu la condici�o que ha de satisfer un vector �x� y� z� perqu�e sigui de A�

c� trobeu una base de B � f�a � �b 
 c� b 
 c� a � �b� j a� b� c � Rg�
d� trobeu una base de A �B�
e� trobeu una base de A �B�

��� A R� es consideren els subespais vectorials S � f�x� y� z� t� � R� 
 x� y � z � t � �g i
Sa � f��a� 
��a� a��� �� �� �� 
� 
 �� 
 � Rg on a � R� Calculeu per a quins valors de a

la dimensi�o de Sa �es m��nima� Doneu bases i dimensions de S
 Sa
 S � Sa i S � Sa segons

els diferents valors de a� Per a quins valors de a �es R� � S � Sa�

��� Siguin U� i U� els subespais vectorials de M���R� de�nits per


U� �

��
a b

b a

�

 a� b � R

�
� U� �

��
c d
e 
c

�

 c� d� e � R

�
�

Calculeu la dimensi�o i una base de U�� U�� U� � U� i U� � U��

�	� Trobeu una base del subespai E de R� generat pels vectors e� � ��� �� �� �� ��� e� �

��� ��
��
�� ��� e� � ��� �� �� �� ��� e� � ��� �� �� ��� �� i e� � ��� �� �� �� ��� Caracteritzeu els

vectors de R� que pertanyen a aquest subespai� Si F � f��� u� �� v� �� � R� 
 u� v � Rg
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quina �es la dimensi�o de E � F i E � F� Doneu condicions sobre les coordenades de

b � ��� �� �� b�� b��
t per tal que el sistema lineal Ax � b
 on les �les de A s�on els vectors

ei� i � �� � � � � �
 sigui compatible� En els casos en que ho sigui trobeu les seves solucions�

��� A �M�n�R� �es una matriu m�agica si la suma dels elements de cada �la
 columna o

diagonal principal �es sempre la mateixa�

a� demostreu que el conjunt de les matrius m�agiques �es un subespai de M�n�R��

b� feu el mateix per a les matrius m�agiques sim�etriques i per a les matrius m�agiques

antisim�etriques�

c� en el cas n � �
 trobeu la dimensi�o i doneu una base de cadascun dels tres subespais

anteriors�

��� Denotem per S�n� i H�n� els subspais de M�n�R� formats per les matrius sim�etriques

i antisim�etriques respectivament�

a� A M�n�R� de�nim la relaci�o


A � B �� A�Bt

�
� S�n��

Demostreu que � �es una relaci�o d�equival�encia�

b� si A�B � S�n�
 demostreu
 A �B � S�n��� A �B � B �A�
c� demostreu que S��� �es un R	espai vectorial de dimensi�o �� Trobeu una base d�aquest

espai�

d� si A � �aij� � M�n�R�
 de�nim la tra�ca de la matriu A com el nombre real trA �

a�� � a�� � � � � � ann� Demostreu que si A � H�n�
 aleshores trA � ��

e� de�nim l�aplicaci�o f 
M�n�R�� R� f�A� � trA� �Es f injectiva� I exhaustiva�

��� Suposem que E �es un espai vectorial i S un subespai vectorial de E� A l�espai vectorial

E de�nim les dues relacions seg�uents


u �� v �� u
 v � S i

u �� v �� u� v �es un sistema linealment dependent�

Demostreu que �� compleix la propietat transitiva i �� no�
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�
� A l�espai vectorialM sobre R de les matrius quadrades d�ordre n amb coe�cients reals


considerem els subconjunts S i T formats
 respectivament
 per totes les matrius sim�etriques

i per totes les matrius antisim�etriques�

a� Demostreu que S i T s�on subespais vectorials de M �

b� Calculeu la dimensi�o de S i de T �

c� Demostreu que M � S � T �




�



�� Aplicacions lineals 
�

�� Aplicacions lineals

Aplicaci�o lineal

De�nici�o� Una aplicaci�o f 
 E � F entre dos K	espais vectorials E i F �es una

aplicaci�o lineal si

i� f�u� v� � f�u� � f�v�
 �u� v � E�
ii� f�� � u� � � � f�u�
 �u � E
 �� � K�

Proposici�o� f 
 E � F �es una aplicaci�o lineal si
 i nom�es si


f�� � u� � � v� � � � f�u� � � � f�v�� �u� v � E� ��� � � K�

Propietats� Si f 
 E � F �es aplicaci�o lineal


�� f��E� � �F �

�� f�
u� � 
f�u��
�� H �es subespai vectorial de E �� f�H� �es subespai vectorial de F �

�� H �es subespai vectorial de F �� f���H� �es subespai vectorial de E�

Nucli i imatge d�una aplicaci�o lineal� Donada una aplicaci�o lineal f 
 E � F

de�nim


nucli de f com l�antiimatge del vector �F 


Ker f � fu � E j f�u� � �F g � f����F ��

imatge de f com el conjunt de totes les imatges dels vectors de E


Im f � ff�u� ju � Eg � f�E��

Propietats�

�� Ker f �es subespai vectorial de E�

�� Im f �es subespai vectorial de F �



�� �� Aplicacions lineals

Notaci�o� L�aplicaci�o lineal f 
 E � F 
 direm que �es un

monomor	sme si f �es injectiva

epimor	sme si f �es exhaustiva

isomor	sme si f �es bijectiva

endomor	sme si E � F

automor	sme si f �es un endomor�sme bijectiu�

De�nici�o� El rang d�una aplicaci�o lineal f 
 E � F �es la dimensi�o del subespai Im f 


rang�f� � dim�Im f��

Proposici�o� L�aplicaci�o lineal f 
 E � F �es

injectiva �� Ker f � f�Eg �� dim�Ker f� � �


exhaustiva �� rang�f� � dim�F ��

Teorema de la dimensi�o� Si f 
 E � F �es aplicaci�o lineal
 llavors

dim�Ker f� � dim�Im f� � dim�E��

Proposici�o� Si E i F s�on dos K	espais vectorial de dimensi�o �nita
 dim�E� � dim�F �

i f 
 E � F �es aplicaci�o lineal
 s�on equivalents


i� f �es injectiva

ii� f �es exhaustiva

iii� f �es bijectiva

iv� f transforma bases en bases
 �es a dir
 si fe�� e�� � � � � eng �es una base de E


llavors ff�e��� f�e��� � � � � f�en�g �es una base de F �

Proposici�o� Si E �es un K	espai vectorial i dim�E� � n � �
 llavors E �� Kn �

Corol�lari� Si E i F s�on dos K	espais vectorials
 dim�E� � dim�F � � n
 llavors

E �� F �

Proposici�o� Siguin E i F dos K	espais vectorials
 dim�E� � n
 fe�� e�� � � � � eng una
base de E i v�� v�� � � � � vn vectors de F �no necess�ariament diferents� llavors existeix una

�unica aplicaci�o lineal f 
 E � F tal que f�ei� � vi
 �i � �� � � � � n�

Corol�lari� Una aplicaci�o lineal queda completament determinada per les imatges

dels vectors d�una base�



�� Aplicacions lineals ��

Corol�lari� Dues aplicacions lineals f� g 
 E � F s�on iguals si
 i nom�es si
 coincideixen

sobre els vectors d�una base de E�

Operacions amb aplicacions lineals

Suma� Siguin f� g 
 E � F aplicacions lineals
 llavors f � g 
 E � F �es l�aplicaci�o

tal que

�f � g��u� � f�u� � g�u�� �u � E�

Producte per un escalar� Sigui f 
 E � F una aplicaci�o lineal i � � K
 llavors
� � f 
 E � F �es l�aplicaci�o lineal tal que

�� � f��u� � � � f�u�� �u � E�

Composici�o� Siguin f 
 E � F 
 g 
 F � G aplicacions lineals
 llavors g �f 
 E � G

�es l�aplicaci�o tal que

�g � f��u� � g�f�u��� �u � E�

Propietats�

�� La suma de dues aplicacions lineals de E en F �es una aplicaci�o lineal�

�� El producte d�una aplicaci�o lineal per un escalar �es una aplicaci�o lineal�

�� La composici�o d�aplicacions lineals �es una aplicaci�o lineal�

De�nici�o� Donats dos K	espais vectorials �E��� �� i �F��� �� de�nim

L�E�F � � ff 
 E � F j f �es aplicaci�o linealg

A L�E�F � considerem les operacions seg�uents
 �f� g � L�E�F �
 �� � K

L�E�F � � L�E�F �� L�E�F �
�f� g�� f � g

K � L�E�F �� L�E�F �
��� g�� � � f

Proposici�o� �L�E�F ���� �� �es un K	espai vectorial�



�	 �� Aplicacions lineals

De�nici�o� En el cas que E � F 
 L�E�E� � E�E� �es el conjunt d�endomor�smes de
E� Si f� g � E�E�
 g � f � E�E��

Representaci�o matricial d�una aplicaci�o lineal

Matriu associada a una aplicaci�o lineal� Si f 
 E � F �es una aplicaci�o lineal


B � fe�� e�� � � � � eng una base de E i B� � fv�� v�� � � � � vmg una base de F 
 la matriu

associada a l�aplicaci�o lineal f respecte a les bases B i B� �es la matriu

Mf�B�B� �

�
B	

a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn



CA on

�����
����

f�e�� � a�� � v� � a�� � v� � � � �� am� � vm
f�e�� � a�� � v� � a�� � v� � � � �� am� � vm

� � � � � � � � � � � � � � �

f�en� � a�n � v� � a�n � v� � � � �� amn � vm�

C�alcul de f�v� utilitzant la matriu associada� Si f 
 E � F �es una aplicaci�o

lineal i Mf�B�B� la matriu associada a f respecte de les bases B � fe�� e�� � � � � eng de

E
 i B� � fv�� v�� � � � � vmg de F 
 i x � x� � e� � x� � e� � � � � � xn � en � E
 llavors

f�x� � y � y� � v� � y� � v� � � � �� ym � vm
 on


f�x� �Mf�B�B� �

�
B	

x�
x�
� � �
xn
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�
B	

a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn



CA �

�
B	

x�
x�
� � �
xn
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�
B	

y�
y�
� � �
ym
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Notaci�o� Si les bases estan �xades i per simpli�car la notaci�o
 Mf�B�B� ho escriurem

simplement Mf �

Proposici�o�

�� Siguin f� g 
 E � F aplicacions lineals
 � � K
 Mf i Mg les matrius associades a

f i g respecte a les bases B � fe�� e�� � � � � eng de E i B� � fv�� v�� � � � � vmg de F 
 llavors
Mf �Mg �es la matriu associada a f � g i � �Mf �es la matriu associada a � � f respecte a

les bases B i B�
 �es a dir

i� Mf�g �Mf �Mg 


ii� M��f � � �Mf �

�� Siguin f 
 E � F 
 g 
 F � G aplicacions lineals
 Mf la matriu associada a f

respecte a les bases B � fe�� e�� � � � � eng de E i B� � fv�� v�� � � � � vmg de F 
 Mg la matriu



�� Aplicacions lineals ��

associada a g respecte de les bases B� � fv�� v�� � � � � vmg de F i B�� � fw�� w�� � � � � wrg de
G
 llavorsMg �Mf �es la matriu associada a g � f respecte a les bases B i B��
 �es a dir


Mg�f �Mg �Mf �

Proposici�o� Siguin E i F dos K	espais vectorials
 dim�E� � n
 dim�F � � m
 llavors

�L�E�F ���� �� �� �M�m�n�K���� ��K ��

Proposici�o� Si f �es un isomor�sme de E en F �aplicaci�o lineal bijectiva�
 llavors

dim�E� � dim�F � i f�� �es un isomor�sme de F en E� La matriu associada a f�� respecte

a les bases B� � fv�� v�� � � � � vng de F i B � fe�� e�� � � � � eng de E �es la inversa deMf 
M
��
f 


on Mf �es la matriu associada a f respecte a les bases B i B��

Corol�lari� Tota matriu quadrada invertible representa un isomorfsme entre espais

vectorials�

Canvi de base a un espai vectorial

A un K	espai vectorial E de dimensi�o n
 considerem dues bases B � fe�� e�� � � � � eng

B� � fe��� e��� � � � � e�ng� Un mateix vector u � E es pot expressar de forma �unica com a

combinaci�o lineal dels vectors d�aquestes bases


id 
 E base B� 
� E base B

u 
� id�u� � u�

u � y� � e� � y� � e� � � � � � yn � en � x� � e�� � x� � e�� � � � �� xn � e�n�

Si l�expresi�o dels vectors e��� e
�
�� � � � � e

�
n respecte de la base B � fe�� e�� � � � � eng �es
�����

����

e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � � � an� � en
e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � � � an� � en

� � � � � � � � � � � � � � �

e�n � a�n � e� � a�n � e� � � � �� ann � en

i P �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA � X �

�
B	
x�
x�
� � �
xn



CA � Y �

�
B	

y�
y�
� � �
yn



CA �



�� �� Aplicacions lineals

llavors P �X � Y �o b�e P�� � Y � X


P �

�
B	
x�
x�
� � �
xn
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�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA �

�
B	

x�
x�
� � �
xn



CA �

�
B	

y�
y�
� � �
yn
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P�� �

�
B	

y�
y�
� � �
yn



CA �

�
B	

x�
x�
� � �
xn
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Canvis de base i aplicacions lineals

Si f 
 E � F �es una aplicaci�o lineal
 A �es la matriu associada a f en les bases

B � fe�� e�� � � � � eng de E i B� � fv�� v�� � � � � vmg de F 
 B �es la matriu associada a f en les

bases B� � fe��� e��� � � � � e�ng de E i B�� � fv��� v��� � � � � v�mg de F 
 i P �es la matriu de canvi

de base en E
�����
����

e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � �� an� � en
e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � �� an� � en

� � � � � � � � � � � � � � �

e�n � a�n � e� � a�n � e� � � � �� ann � en

�� P �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann
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i Q �es la matriu de canvi de base en F 
�����
����

v�� � b�� � v� � b�� � v� � � � �� bm� � vm
v�� � b�� � v� � b�� � v� � � � �� bm� � vm

� � � � � � � � � � � � � � �

v�m � b�m � v� � b�m � v� � � � � � bmn � vm

�� Q �

�
B	

b�� b�� � � � b�m
b�� b�� � � � b�m
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
bm� bm� � � � bmm



CA

llavors


E base B
f



�
A

F base B�

Id

x��P Q��

��yId
E base B�

B



�
f

F base B�
�

B � Q�� �A � P�



�� Aplicacions lineals ��

Teorema� Sigui B � fe�� e�� � � � � eng una base de E
 B� � fv�� v�� � � � � vmg una base

de F 
 i A�B �M�m�n�K� tals que existeixen matrius invertibles P i Q de forma que


B � Q�� �A � P�

llavors existeixen bases B� � fe��� e��� � � � � e�ng de E i B�� � fv��� v��� � � � � v�mg de F 
 i una
aplicaci�o lineal f 
 E � F tal que


i� A �es la matriu associada a f en les bases B i B��
ii� B �es la matriu associada a f en les bases B� i B���

Canvis de base i endomor�smes

En el cas particular d�un endomor�sme f 
 E � E
 siA �es la matriu associada a f en la

base B � fe�� e�� � � � � eng de E
 B �es la matriu associada a f en la base B� � fe��� e��� � � � � e�ng
de E
 i P �es la matriu de canvi de base en E


�����
����

e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � �� an� � en
e�� � a�� � e� � a�� � e� � � � �� an� � en

� � � � � � � � � � � � � � �

e�n � a�n � e� � a�n � e� � � � �� ann � en

�� P �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann
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llavors


E base B
f



�
A

E base B

Id

x��P P��

��yId
E base B�

B



�
f

E base B�

B � P�� �A � P�



�
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Exercicis

�� Digueu quines de les aplicacions seg�uents de Rn a Rm s�on lineals


a� f�x� y� z� � �y � z� �x � z� �x 
 y � z��

b� f�x� y� z� � �x� y � �� z � ���

c� f�x� y� z� � ��x � y� x � z� z��


d� f�x� y� z� � ��x � y� x � z��

e� f�x� y� z� � �x 
 y � z� z� y�


f� f�x� y� � �� � x� y� x 
 y��

g� f�x� y� � �sinx� y��

	� Es pot trobar una aplicaci�o lineal f de R� a R� que compleixi f���
�� �� � ��� �� i

f��� �� �� � ��� ���

I una g de R� a R� que compleixi g���
�� � ��� ��
 g���
�� � ��� �� i g�
�� �� � ��� ���

�� Es considera l�aplicaci�o f 
 R� � R� de�nida per f�x� y� z� � �x 
 y � �� z 
 y � ���

Calculeu � i � perqu�e sigui lineal i trobeu en aquest cas Kerf i Imf �

�� Sigui h 
 R��M���R� tal que


h�x� y� �

�
	 x x �

x x y
� y x 
 y



A �

Proveu que h �es lineal i trobeu el seu nucli i la seva imatge�

�� Trobeu una base de la imatge i una del nucli de les aplicacions lineals de Rn a Rm

de�nides en bases can�oniques per les matrius


a�

�
	 � 
� �
� � �
� � 
�



A � b�

�
� � � �
� � � �

�
� c�

�
B	

� � � � �
� 
� � � 
�

� � 
� � 
�
� � � � �
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�� Aplicacions lineals ��


� Calculeu el nucli i el rang de les aplicacions lineals seg�uents
 i comproveu que es satisf�a

la f�ormula dim�E� � dim�Ker f� � rang�f�


f� 
 R� 
� R�

��� �� �� 
� ��� ��
��� �� �� 
� ��� ��
��� �� �� 
� ��� ��

f� 
 R� 
� R�

��� �� �� �� 
� ��� �� ��
��� �� �� �� 
� ��� �� ��
��� �� �� �� 
� ��� �� ��
��� �� �� �� 
� ���
�� ��

�� Sigui f un endomor�sme d�un espai vectorial que t�e una base formada pels vectors

fu� v�w� tg
 on f�u� � u � �w
 f�v� � v � w
 f�w� � �u � v � w
 f�t� � �u � �v � �w�

Escriviu la matriu de f en aquesta base i trobeu una base i la dimensi�o dels subespais

Ker f i Im f �

�� Sigui f 
 R� 
� R� l�aplicaci�o lineal de�nida per la matriu�
B	

� 
� � �

� � � 
�

� � � 
�
� 
� 
� �
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a� Determineu l�antiimatge per f de ���
��
�� ���
b� trobeu el rang de f �

c� determineu el nucli de f �

�� Sigui A el conjunt de totes les matrius de la forma

�
a b
� c

�
� amb a� b� c � R�

a� Demostreu que A �es subespai de M���R��

b� demostreu que les matrius

M� �

�
� �
� �

�
� M� �

�
� �
� �

�
� M� �

�
� �
� �

�
formen una base de A�

c� si de�nim f 
 A�M���R� per

f

��
a b
� c

��
�

�
c b
� a

�
�

demostreu que f �es una aplicaci�o lineal�

d� quina �es la matriu associada a f prenent fM��M��M�g com a base de A�



�� �� Aplicacions lineals

��� Sigui f 
 R��M���R� l�aplicaci�o lineal


f�x� y� z� t� u� �

�
x� y x 
 z � t
y � u �x � t
 z 
 u

�

a� Calculeu la matriu associada a f en les bases can�oniques


f��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��g de R�
��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
de M���R�

b� Calculeu una base i la dimensi�o dels subespais Ker f i Im f �

c� Trobeu les antiimatges f��
�
� �
� �

�

 f��

�
� �
� �

�
�

d� Determineu si f �es injectiva
 exhaustiva i bijectiva�

e� Calculeu la matriu associada a f en les bases


f��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��g de R�
��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �

� �

��
de M���R��

��� Sigui

E �

��
� a
b c

�
�M���R� j c � a � b

�

un R	espai vectorial� Considereu l�endomor�sme f 
 E 
� E donat per

f

��
� a
b c

��
�

�
� �c� �a


�a
 b a 
 b� �c

�
�

Trobeu una base de E
 la matriu associada a f en aquesta base i bases de Ker f i Im f �

�	� Considereu les aplicacions S�H 
M�n�R��M�n�R� de�nides respectivament per


S�A� �
�

�
�A�At� i H�A� �

�

�
�A 
At�� per a cada A �M�n�R��

a� Demostreu que S i H s�on lineals�

b� Determineu els nuclis i imatges
 i calculeu els rangs�

c� Comproveu que S� � S
 H� � H i S �H � id�

d� Doneu les matrius associades en la base can�onica per a n � ��



�� Aplicacions lineals ��

��� Un endomor�sme d�un R	espai vectorial E t�e per matriu associada en una certa base

la matriu

A �

�
B	
� � � �
� a � �
� � a� �
� � � a�



CA �

Trobeu Ker f segons els valors de a�

��� Donat l�endomor�sme de R�
 fr�x� y� z� � ��x � y � �z� x � y� x � �y � rz�


a� trobeu el valor de r per al qual fr t�e el rang m�es petit possible�

b� calculeu una base i la dimensi�o de Ker fr i Im fr per a aquest valor�

c� si w � ��� �� ��
 calculeu fr�w� i f��r �fr�w���

��� Siguin E�F�G tres espais vectorials i f 
 E � F i g 
 F � G dues aplicacions lineals

que tenen per matrius en certes bases

�
	 � �
� �
� �



A i

�
B	
� � �
� � �
� � �
� � �
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respectivament� Calculeu Ker f� Ker g� Ker �g � f�� Im f� Im g� Im�g � f��

�
� Sigui E un R	espai vectorial
 fe�� e�� e�g una base de E i f un endomor�sme de E tal

que f�e�� � e� � e�� f�e�� � e��Ker f �� e� � e� ��

a� Calculeu Ker f i Im f �

b� �Es E � Ker f � Im f�

c� Calculeu f��

��� Sigui f un endomor�sme de R� que en la base can�onica t�e per matriu associada

A �

�
B	

� � � 
���
� � � 
�
� � � 
�

� � � �
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a� Vegeu si f �es isomor�sme�

b� Calculeu la matriu associada a f�� en base can�onica�

c� Calculeu l�antiimatge per f del vector ��� ��
�� ���



�� �� Aplicacions lineals

��� Demostreu que les seg�uents aplicacions lineals L 
 R�� R� s�on isomor�smes�

a� L�x� y� z� � �x 
 y� x � z� x � y � �z��

b� L�x� y� z� � ��x 
 y � z� x � y� �x� y � z��

��� Si f � L�R��R�� t�e per matriu associada

A �

�
B	
� � �
� � �
� � 
�
� � �
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calculeu per a quins valors de � l�aplicaci�o f �es injectiva i per a quins exhaustiva� Trobeu

per a quins valors de � el vector ��
�
�
�� �es de Im f �

	�� Siguin E�F�G i H quatre espais vectorials de dimensi�o �nita i f 
 E � F� g 
 F � G

i h 
 G� H tres aplicacions lineals tals que f �es injectiva
 h �es exhaustiva
 Ker g � Im f

i Ker h � Im g� Demostreu que si dim�F � � dim�G�
 llavors dim�E� � dim�H��

	�� A un espai R	espai vectorial E �xem una base fe�� e�� e�g i al R	espai vectorial F la

base fv�� v�g� Utilitzant aquestes bases
 tenim una aplicaci�o lineal de�nida per

f�x� y� z� � �x 
 �z� y � z��

a� Trobeu la matriu A associada a f en les bases donades�

b� Trobeu la matriu B associada a f en les bases fe� � e� � e�� �e� � �e�� �e�g de E i

f�v�� �v�g de F �
c� Mitjan�cant B
 trobeu la imatge del vector 
�e� � �e� 
 �e��

d� Trobeu la matriu C associada a f en les bases fe�� e�� e�g de E i f�v�� �v�g de F �
e� Trobeu la matriu D associada a f en les bases fe� � e� � e�� �e� � �e�� �e�g de E i

fv�� v�g de F �

		� Sigui f 
 R� � M���R� una aplicaci�o lineal tal que f��� �� �� �� �

�
� �
� �

�



f��� �� �� �� �

�
� �
� 
�

�
i Ker f �



�x� y� z� t� � R� 
 x � y � t� z � �t

�
� Trobeu la ma	

triu associada a f en les bases can�oniques de R� i M���R��



�� Aplicacions lineals ��

	�� Es consideren les bases fu�� u�� u�� u�g deR� i fv�� v�g de R�
 considerem les aplicacions

lineals f 
 R�� R� de�nida per

f�u�� � v� � v�� f�u�� � v� 
 �v�� Ker f �� u� 
 �u� � u�� u� 
 �u� � u� �

i g 
 R�� R�� que en les bases donades t�e per matriu associada�
B	

� �
� 
�
� �

� �
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a� Estudieu si f � g �es injectiva o exhaustiva� Trobeu una base i la dimensi�o del nucli i

de la imatge de f � g�
b� Feu el mateix per a g � f�
c� �Es R� suma directa de Ker�g � f� i Im�g � f�� I de Kerf i Imf�

d� Trobeu la matriu associada a f en les bases u�� � u��u�
 u�� � u�
u�
 u�� � u�
u�

u�� � u� de R� i v�� � �v� 
 �v�
 v�� � 
�v� � �v� de R��

	�� Considerem l�endomor�sme donat per

f 
 M���R� 
� M���R��
a b
c d

�

�

�
a
 d ��
a� b 
 c� d�
� 
b� c

�
�

a� Doneu la matriu associada a f en la base can�onica�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

b� Trobeu una base i la dimensi�o del nucli i de la imatge�

c� �Es M���R� suma directa del nucli i de la imatge�

d� Trobeu la matriu associada a f en la base�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

	�� Sabem que una aplicaci�o lineal f de R� a R� satisf�a f��� �� �� � ��� ��
 f��� �� �� � ��� ��

i f��� �� ��� � ��� ���

a� Trobeu la f�ormula que de�neix f �

b� Calculeu la imatge de ��� �� ���

c� Trobeu el nucli i la imatge de f �



�	 �� Aplicacions lineals

	
� Sigui A �

�
BBB	
� � � � �
� � 
� 
� �
� � � � �
� � � �� a
� � � � a



CCCA amb a � R�

a� Trobeu una matriu P tal que P �A sigui una matriu esglaonada per �les� Quina �es la

dimensi�o de l�espai generat per les �les de la matriu A�

b� Segons el valors del par�ametre a � R
 discutiu la soluci�o del sistema d�equacions lineals
A � x � y
 amb y � ��� �� �� �� ��t� Trobeu la soluci�o quan a � ��

c� Si f 
 R� � R� �es l�aplicaci�o lineal que t�e A com a matriu associada en la base

can�onica de R�
 calculeu la dimensi�o i una base de Im f � �Es f injectiva�

	�� Sigui f 
 R� � R� una aplicaci�o lineal
 que en la base u� � ��� �� ��
 u� � �
�� �� ��

u� � ���
�� �� �a la sortida i a l�arribada�
 t�e per matriu associada

B �

�
	 � � �

� 
� 
�

� 
� 
�



A �

a� Trobeu la matriu de f en base can�onica �a la sortida i a l�arribada��

b� Trobeu el rang de f 
 una base de Im f 
 la dimensi�o i una base de Ker f �

c� �Es f injectiva� I exhaustiva�

d� Proveu que E � Ker f� � Im f��

e� Trobeu l�antiimatge del vector w � �a� b�
b� � au�� bu�
 bu� segons els valors reals

de a i b� Doneu el resultat en base can�onica�

f� Doneu una base del subespai f�Im f���

g� Calculeu f���H�
 on H � f �x� y� z� � R� j x � y � �z � � g�

	�� Siguin u i v dos vectors no nuls del pla tals que no hi ha cap constant c �� � amb v � cu�

Sigui L una aplicaci�o lineal del pla sobre ell mateix tal que L��� �� � u i L��� �� � v�

Descriviu la imatge del rectangle de v�ertexs ��
��
 ��
��
 ��
�� i ��
�� per l�aplicaci�o L�

	�� Sigui f 
 E � E un endomor�sme que compleix rang�f� � �� Demostreu que existeix

un escalar t tal que f� � t f �

��� Proveu que donada qualsevol aplicaci�o lineal f 
 E 
� F existeixen bases de E i F

tals que la matriu de f en aquestes bases �es

�
Ir �
� �

�
� Quin signi�cat t�e r�



�� Aplicacions lineals ��

��� Un endomor�sme f 
 E 
� E es diu un projector si f� � f � Demostreu que


a� f �es un projector si
 i nom�es si
 I 
 f ho �es�

b� Si f �es un projector
 E � Ker f � Im f �

c� Si f i g s�on projectors determineu condicions necess�aries i su�cients per a qu�e f � g

tamb�e ho sigui�

d� Si f �es un projector
 trobeu les relacions existents entre Ker f 
 Im f 
 Ker �I 
 f�


Im�I 
 f��



��




� Determinants ��


� Determinants

Exist�encia i unicitat

Sigui K el cos R o C i A �M�n�K�
 A � �aij �
 denotarem per �i les seves columnes


A �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann



CA � ���� ��� � � � � �n � � on �i �

�
B	
a�i
a�i
� � �
ani
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De�nici�o� Una aplicaci�o

D 
M�n�K� � K

���� ��� � � � � �n �� D ���� ��� � � � � �n � � K

direm que �es de tipus determinant si satisf�a


�� D � � � � � �i � �i� � � � � � D � � � � � �i� � � � � �D � � � � � �i� � � � �

�� D � � � � � � � �i� � � � � � �D � � � � � �i� � � � �

�� D � � � � � �i� � � � � �j � � � � � � 
D � � � � � �j � � � � � �i� � � � �

�� D�In� � �

�� D � � � � � �i� � � � � �i� � � � � � �

Proposici�o� ��
 ��
 �� i �� �� ��
 ��
 �� i ���

Observaci�o� Direm que l�aplicaci�o �es multilineal �lineal respecte a cada columna�
 i

alternada �al permutar dues columnes
 canvia de signe��

Notaci�o� Aij �es la matriu resultat de eliminar la �la i i la columna j de la matriu A�



�
 
� Determinants

Proposici�o� L�aplicaci�o seg�uent

D

�
a�� a��
a�� a��

�
� a��a�� 
 a��a��

�es de tipus determinant i �es l��unica aplicaci�o de tipus determinant de M���R� en R�

Teorema� �n � �
 sigui D 
M�n 
 ��R�� R una aplicaci�o de tipus determinant�

�i � �� � � � � n de�nim


fi 
M�n�R�� R

A� fi�A� �
nX
j��

�
��i�jaijD�Aij ��

llavors fi �es de tipus determinant �i � �� � � � � n�

Corol�lari� �n � �
 existeix una aplicaci�o de tipus determinant de M�n�R� en R�

Teorema� Existeix una �unica aplicaci�o de tipus determinant D 
 M�n�R�� R i es

pot expressar de la forma


D�A� �
nX
j��

�
��i�jaijD�Aij ��

�Es a dir
 totes les fi anteriors s�on iguals
 f� � f� � � � � � fn� Farem servir la notaci�o

seg�uent


det�A� � jAj �
nX
j��

�
����ja�j det�A�j � �

�

nX
j��

�
����ja�j det�A�j� � � � � �
nX
j��

�
��n�janj det�Anj�

que es coneix amb el nom de desenvolupament per una columna�

Propietats dels determinants

�� Si una columna t�e dos sumands es pot descomposar com a suma de determinants


det � � � � � �i � �i� � � � � � det � � � � � �i� � � � � � det � � � � � �i� � � � �

�� Si una columna apareix multiplicada per � es pot treure � fora del determinant


det � � � � � � � �i� � � � � � �det � � � � � �i� � � � �




� Determinants ��

�� Al intercanviar dues columnes el determinant canvia de signe


det � � � � � �i� � � � � �j � � � � � � 
det � � � � � �j � � � � � �i� � � � �

�� Si A t�e dues columnes iguals el determinant �es zero


det � � � � � �i� � � � � �i� � � � � � �

�� El determinant de la matriu identitat �es �


det�In� � �

�� El determinant no canvia si a una columna li sumem una altre columna multiplicada

per un escalar


det � � � � � �i� � � � � �j � ��i� � � � � � det � � � � � �i� � � � � �j � � � � �

�� Si a la matriu hi ha una columna de zeros
 el determinant �es zero


det � � � � � �� � � � � � �

�� Si dues columnes s�on proporcionals
 el determinant �es zero


det � � � � � �i� � � � � ��i� � � � � � ��

Proposici�o� Si A �M�n�K� i Q�Q�� � � � � Qk s�on matrius elementals per columnes


a� det�A �Q� � det�A� det�Q�

b� det�A �Q� � � � � �Qk� � det�A� det�Q�� � � � det�Qk��

Proposici�o� Si A �M�n�K�
 A �es invertible si
 i nom�es si
 det�A� �� ��

Lema� Si A �M�m�n�K� i B �M�n� p�K�
 rang�A �B� 
 minfrang�A�� rang�B�g�

Proposici�o� Si A�B �M�n�K�


a� det�A �B� � det�A� det�B��

b� det�At� � det�A��

Observaci�o� Donat que det�At� � det�A�
 les propietats per columnes s�on v�alides

per �les�

Proposici�o� El determinant d�una matriu triangular �en particular
 el determinant

d�una matriu diagonal� �es el producte dels elements de la diagonal�

C�alcul de determinants� El desenvolupament per columnes ��les� transforma el

c�alcul de determinants d�ordre n en el c�alcul de n determinants d�ordre n 
 �� Per tant

�es convenient escollir una �la o una columna que tingui molts zeros� Si no existeix es pot

aconseguir mitjan�cant canvis elementals que no alterin el valor del determinant�



�� 
� Determinants

Matriu inversa

De�nici�o� Si A �M�n�R�
 l�adjunt de A
 adj�A�
 �es la matriu donada per

adj�A��i� j� � �
��i�j det�Aji��

El det�Aji� s�anomena menor complementari de l�element aji�

Teorema� Si A �es invertible
 llavors

A�� �
�

det�A�
� adj�A��

Teorema� Si A �es invertible llavors

det�A��� �
�

det�A�
�

Teorema� El determinant de la matriu associada a un endomor�sme f 
 E � E �es

invariant per canvis de base�

Teorema� El determinant de la matriu associada a un isomor�sme f 
 E � F �es

diferent de zero�

Rang d�una matriu

Proposici�o� El rang d�unamatriuA �M�m�n�K� �es la dimensi�o del subespai generat

pels vectors columna de A�

Propietat� La dimensi�o del subespai vectorial generat pels vectors columna
 �es la

mateixa que la dimensi�o del subespai vectorial generat pels vectors �la�

De�nici�o� Un menor d�ordre r de la matriu A � M�m�n�K�
 amb r 
 m�n
 �es el

determinant d�una matriu formada pels elements de r �les i r columnes de A�

C�alcul del rang� rang�A� � r �� existeix un menor d�ordre r no nul
 i tots els

menors d�ordre m�es gran que r s�on nuls�

Proposici�o� Donats n vectors de Rn
 v�� v�� � � � � vn
 s�on linealment independents si
 i

nom�es si
 det�v�� v�� � � � � vn� �� �




� Determinants ��

Sistemes d�equacions lineals

Resoldre un sistema d�equacions lineals s format per m equacions amb n inc�ognites


�s�

�����
����

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

a��x� � a��x� � � � �� a�nxn � b�

� � � � � � � � � � � �
am�x� � am�x� � � � �� amnxn� bm

equival a trobar tots els escalars x�� x�� � � � � xn � K que satisfacin les m equacions�

Considerem l�aplicaci�o lineal f 
 Kn � Km de�nida per

f�x�� � � � � xn� � �a��x� � � � �� a�nxn� � � � � am�x� � � � �� amnxn� � Km

i les matrius seg�uents


A �

�
B	
a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn



CA A� �

�
B	

a�� a�� � � � a�n b�
a�� a�� � � � a�n b�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am� � � � amn bm
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La matriu A �es la matriu associada a f en les bases can�oniques de Kn i Km � Les

solucions del sistema s�on els vectors x � �x�� � � � � xn� tals que f�x� � �b�� � � � � bm� � b�

Proposici�o�

�� El sistema f�x� � b t�e soluci�o si
 i nom�es si
 b � Im f �

�� Si x� �es una soluci�o de f�x� � b
 llavors el conjunt de totes les solucions �es

x� �Ker f �

Teorema� El sistema f�x� � b t�e soluci�o si
 i nom�es si
 rang�A� � rang�A�� � r� Si

t�e soluci�o
 �es �unica si
 i nom�es si
 r � n�

Regla de Cramer� Sigui A �M�n�R�
 det�A� �� �


A � ���� ��� � � � �n � � �i �

�
B	
a�i
a�i
� � �
ani



CA � X �

�
B	

x�
x�
� � �
xn



CA � B �

�
B	

b�
b�
� � �
bn
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Si el sistema A �X � B t�e soluci�o �unica es compleix�

xi �
det���� � � � � �i��� B� �i��� � � � � �n�

det�A�
�



�� 
� Determinants

Exercicis

�� Suposant que

������
a b c
d e f
g h i

������ � �� calculeu els determinants seg�uents


a�

������
d e f
g h i
a b c

������ � b�

������

a 
b 
c
�d �e �f

g 
h 
i

������ �

c�

������
a� d b� e c� f
d e f
g h i

������ � d�

������
a b c

d
 �a e
 �b f 
 �c
�g �h �i

������ �

	� Trobeu els valors de � tals que detA � � on

a� A �

�
� 
 � 
�
� �
 �

�
� b� A �

�
	� 
 � � �

� � 
�
� � �
 �



A �

�� Calculeu els determinants seg�uents


a�

������
� � �
� � 
�
� � �

������ � b�

������
� 
� �

� � �

� � �

������ � c�

������
� � �

� � �
� � �

������ �

d�

�������

� � � �
� � � �
� � 
� �
� � 
� �

������� � e�

�������
� � ��� �
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� � � �

������� � f�

�������
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� � � �
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� � �

� 
� � �

������� �

�� Calculeu el determinant de la matriu A � �aij �
 on aij � ji
 jj�

�� Proveu que �x 
 ��� divideix el polinomi

�������
� x x� x�

� � � �
� � � �
� � � ��

��������




� Determinants ��


� Demostreu la f�ormula seg�uent


����������

x a a � � � a
a x a � � � a
a a x � � � a
���

���
���

� � �
���

a a a � � � x

����������
� �x 
 a�n�� �x � �n
 ��a��

�� Demostreu la f�ormula seg�uent


����������

� � � � � � n
� � � � � � n� �
� � � � � � n� �
���

���
���

� � �
���

n n� � n� � � � � �n
 �

����������
� ��

�� Utilitzant el problema � comproveu que

��������
a � � � � �
� a � � � �
���

���
� � � �

� � � � � a

��������
� �a 
 ��n���a � n
 ���

�� Calculeu els determinants seg�uents


a�

���������

� � � � � � �
� �
 x � � � � �
� � �
 x � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � �n � �� 
 x

���������
� b�

�����������

� � � � � � n
 � n
� � � � � � n n
� � � � � � n n

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
n
 � n n � � � n n
n n n � � � n n

�����������
�

��� Si a � R� a �� �
 trobeu les arrels de l�equaci�o


�������
x a a a
a x a a
a a x a
a a a x

������� � ��

��� Si An �M�n�R� �es la matriu tridiagonal de Fibonacci d�ordre n




�	 
� Determinants

An �

�
BBBBBB	

� � � � � � �


� � �
�� � �

� 
� �� � �
���

� � �
� � � �

� � � � � 
� �

�



CCCCCCA

demostreu que an � detAn �es la successi�o de Fibonacci donada per a� � �� a� � � i

an � an�� � an��� si n � ��

�	� Resoleu el sistema d�equacions lineal seg�uent

���
��
�x � y � z � w � �
�x � �y 
 z � w � �
�x � �y 
 �z � �w � 
�
x � y � z � �w � �

a� Utilitzant la regla de Cramer�

b� Utilitzant el m�etode d�eliminaci�o de Gauss�

��� Utilitzeu determinants per a calcular el rang de les matrius seg�uents


�a�

�
	 � 
� � 
� �
� ��� 
� � �
� 
� � � �



A �b�

�
B	
� � � 
�
� 
� 
� �
� � 
� �
� � � �



CA

�c�

�
B	
� 
� � � �
� 
� � � �
� 
� 
� � �
� 
� � � �



CA �d�

�
BBB	
� � 
� � �
� 
� 
� � �
� � 
� � �
� � � � 
�
� � 
� � 
�



CCCA �

��� Estudieu
 segons els valors dels par�ametres
 els sistemes seg�uents


a�

��
�

x � y � mz � m
x � my � z � m
mx � y � z � m

b�

�
�a 
 ��x 
 ay � �

�ax 
 �a 
 ��y � �
 a

c�

��
�
ax � �y � �
�x � �y � a
�x � ay � �

d�

���
��
kx � y � z � t � �
x � ky � z � t � k
x � y � kz � t � k�

x � y � z � kt � k�




� Determinants ��

e�

��
�
ax � by � z � �
x � aby � z � b
x � by � az � �

f�

���
��
ax � �y � �z � u � �
x � �y 
 z � �u � b
�x 
 ay � z � �
�x � �y � �z � �u � �

g�

��
�
ax � by � cz � dt � d
 c
x � �y 
 �z � �t � �

y 
 z � �t � ��

��� Discutiu a C els sistemes seg�uents
��
�

x 
 ay � a�z � a
ax 
 a�y � az � �
ax � y 
 a�z � �

�

��
�
ax � by � �z � �
ax � ��b 
 ��y � �z � �
ax � by � �b � ��z � �b
 ��

�
� Discutiu el sistema d�equacions seg�uent en R i resoleu	lo per a � � 
� i a � �


���
��

x� �y � �
x� y� t � �
x� �y� ��z� �t � �
�x� �y� �z� �t � a�

��� Si a M�n�R� es de�neix la relaci�o A � B si
 i nom�es si
 detA � detB� Demostreu

que �es re exiva
 transitiva per�o no �es sim�etrica ni antisim�etrica�

��� Sigui A una matriu n� n
 demostreu que


a� det�adjA� � �detA�n���

b� si rang�A� � n
 �
 llavors rang �adjA� � ��

��� Si A � M�n�R� t�e exactament �n 
 �� elements no nuls
 aleshores demostreu que

detA � ��

	�� Sigui A una matriu ��� tal que A� � �� Demostreu que
 per a tot a
 det�aI
A� � a��

	�� Demostreu que si A �M�n�R� �es una matriu ortogonal
 A�� � At
 llavors detA� � ��

		� Si n � �� a�� � � � � an � R i A �M�n�R� s�on tals que a� �� � i a�In�a�A�� � ��anAn � �


demostreu que A �es invertible�



�� 
� Determinants

	�� Sigui A una matriu quadrada n�n formada per nombres enters entre � i �� Demostreu
que si les �les o les columnes de A
 llegides com un nombre amb x xifres
 formen un nombre

m�ultiple de � aleshores detA tamb�e ser�a m�ultiple de �� Comproveu
 sense fer expl��citament

els c�alculs
 que el determinant seg�uent �es m�ultiple de �


������
� � �
� � �
� � �

������ �



�� Exercicis de recapitulaci�o ��

�� Exercicis de recapitulaci�o

La llista de problemes d�aquest cap��tol �es un recull d�exercicis de temes diversos� En

alguns d�ells intervenen conceptes de m�es d�un tema� D�altres s�on problemes d�ex�amens

de cursos anteriors d��Algebra i �Algebra ��



�
 �� Exercicis de recapitulaci�o

Exercicis

�� Demostreu per inducci�o


�n � ��
nX

k��

�

��k � ����k � ��
�

n� �

�n� �

	� Es considera l�aplicaci�o f 
 R��R�� R de�nida per


f�x� y� � logx 
 log y�

Es de�neix la relaci�o associada a f de la forma seg�uent
 �x� y� � �x�� y�� � f�x� y� �

f�x� � y��� Comproveu que �es una relaci�o d�equival�encia i doneu una interpretaci�o geom�etrica

de les seves classes�

�� Proveu que un conjunt �nit totalment ordenat �es un conjunt ben ordenat�

�� Demostreu que la composici�o d�aplicacions bijectives �es bijectiva� �Es cert el rec��proc�

Justi�queu la resposta�

�� Es considera l�aplicaci�o

� 
 f�� �� � � � � ng � f�� �� � � � �mg 
� f�� �� � � � � n �mg
�i� j� 
� �i 
 ��m � j�

a� Proveu que � �es bijectiva�

b� Doneu un algorisme per calcular l�antiimatge d�un element�

c� Calculeu ���������
 en el cas n � ���
 m � ����

d� Generalitzeu � al cas

f�� �� � � � � ng � f�� �� � � � �mg � f�� �� � � � � rg 
� f�� �� � � � � n �m � rg�


� Sigui A un conjunt i S � A� Considereu la funci�o 
s 
 A� f�� �g de�nida per


s�a� �

�
�� si a � Ar S�

�� si a � S�
De�niu ara l�aplicaci�o � 
 P�A� � f�� �gA del conjunt de parts de A al conjunt de

totes les aplicacions de A a f�� �g posant ��S� � 
s per a qualsevol S � P�A�� Proveu

que P�A� i f�� �gA s�on equipotents
 �es a dir
 que � �es bijectiva�



�� Exercicis de recapitulaci�o ��

�� En el conjunt R es de�neix l�operaci�o bin�aria x � y � �xy � ��x � y�
 on � � R� Per a
quins valors de � l�operaci�o �es associativa� Justi�queu la resposta�

�� Considerem la matriu A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A� Demostreu per inducci�o que

An �

�
	 � �n 
 � �

�

 �n � �n

�
� �n �n 
 �n

� � �n



A � �n � ��

�� A M�n�R� de�nim la relaci�o A � B � A � B � B � A� �A�B � M�n�R�� �Es una

relaci�o d�equival�encia�

��� Donada la matriu A �M�n�R�
 de�nim en M�n� ��R� la relaci�o seg�uent


X � Y �� A �X � A � Y

a� Vegeu que �es relaci�o d�equival�encia�

b� Si A �es inversible
 trobeu la classe �X� per X �M�n� ��R� qualsevol�

c� Trobeu la classe �X� per X �

�
�

�
�
i A �

�
� 
�

� �

�
�

��� Sigui A �

�
� �
� �

�

 considerem el conjunt F � fB �M���R� 
 A �B � �A� � � Rg�

a� Demostreu que si X�Y � F i �� 
 � R aleshores �X � 
Y � F �
b� Demostreu per inducci�o que si B � F 
 aleshores Bn � F per a tot n � ��

�	� Considerem la matriu M �

�
� �

�

�
�
�

�
�M���R��

a� Calculeu An
 on A � I 
M �

b� Calculeu Bn � I �A �A� � � � ��An�

c� Calculeu B � lim
n��

Bn i comproveu que B �M���

��� Sigui A �

�
� k
k �

�
� Proveu que si k �� � no �es possible trobar tres nombres reals

x� y� z tals que xA� � yA � zI� �

�
� �
� �

�
�



�� �� Exercicis de recapitulaci�o

��� Discutiu segons els valors de a� b� c � R i resoleu en tots els casos de indeterminaci�o el

sistema seg�uent

x 
 z � t � 
 �
y 
 z � at � �
x 
 y � t � b
ax � y 
 z � c

��� Discutiu i resoleu segons el par�ametre a � R el sistema seg�uent
��
�

x� � x� 
 x� � ax� � �ax� � �
�x� � x� � x� � �a 
 ��x� � �


 x� � x� � ax� 
 x� � �

��
�

�
� Sigui A � f�x�� � � � � xn� � Rn 
 x� � � � �� xn � �g �
a� Proveu que A �es un subespai vectorial de Rn�

b� Trobeu una base del subespai A� Quina �es la seva dimensi�o�

��� Sigui A �

�
� �
� �

�
� Proveu que el conjunt format per les matrius que commuten amb

A �es un subespai vectorial de M���R�� Trobeu la dimensi�o i una base d�aquest subespai�

��� Siguin U �� ��� �� ��� �
�� �� �� � i V �� ��� �� ��� ���
��
�� � subespais de R��

Calculeu les bases i dimensions dels subespais U � V i U � V � Determineu els valors de a

i b per tal que el vector �a� �a � �� b� pertanyi al subespai U � V �

��� Considerem els subespais de R� seg�uents


F �� ��� ��
�� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� �

G � f�x� y� z� t�jx 
 �y � z � �� �x� y 
 t � �g

Ha �� ��� ��
�� ��� �� � a� �� � 
 a� a� � on a � R�

Calculeu la dimensi�o i trobeu una base dels subespais F 
 G i Ha segons els valors del

par�ametre a� S�on iguals els subespais G � F i G �Ha�

	�� Sigui V un K	espai vectorial i f 
 V � V una aplicaci�o que compleix per a tot u� v � V
i � � K 
 f�u � v� � f�u� � f�v� i f��u� � �f�u��

A V es de�neix la relaci�o u � v si
 i nom�es si
 f�u 
 v� � � per a tot u� v � V �
a� Demostreu que � �es una relaci�o d�equival�encia�



�� Exercicis de recapitulaci�o ��

b� Si f �es a m�es injectiva
 demostreu que si u � v aleshores u � v�

c� Si V � R�
 K � R i f 
 R�� R� �es l�aplicaci�o de�nida per f�x� y� � ��x�y� �x��y��

Proveu que els elements ��� �� i ���
�� pertanyen a la mateixa classe d�equival�encia�

	�� Demostreu que l�espai vectorial E �es suma directa de dos subespais V i W si
 i nom�es

si
 cada vector de E es pot expressar de manera �unica com a suma d�un vector de V i d�un

de W �

		� Siguin V i W dos subespais de l�espai vectorial E� Demostreu que


a� si E � V �W 
 llavors dim�E� 
 dim�V � � dim�W ��

b� si E � V �W 
 llavors dim�E� � dim�V � � dim�W ��

c� si E � V �W 
 llavors dim�E� � dim�V � � dim�W � 
 dim�V �W ��

	�� Sigui E �


ax� � bx � c 
 a� b� c � R�
 F � fA �M���R� 
 At � 
Ag i G � R��

Considereu les aplicacions lineals f 
 E � F i g 
 F � G de�nides per


f�ax��bx�c� �

�
	 � 
a
 b 
b
 c
a� b � 
c
b� c c �



A i g

�
	
�
	 � 
a 
b
a � 
c
b c �



A


A � �a� c�b� a�c��

a� Trobeu les matrius associades a f� g i g�f en les bases de E�F i G seg�uents



x�� x� �

�

��

�
�
	 � 
� �
� � �
� � �



A �

�
	 � � 
�
� � �
� � �



A �

�
	 � � �
� � 
�
� � �



A
��
� i f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g�

b� Proveu que g �es bijectiva i calculeu g���V � on V �


�x� y� z� � R� 
 x � y � z

�
�

	�� Sigui f 
 M���R�� R� l�aplicaci�o lineal
 f

�
a b
c d

�
� �a � d� a� b 
 c� b
 c� �d�

a� Calculeu la matriu associada a f en les bases can�oniques


��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
�

f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��g�

b� Calculeu una base i la dimensi�o dels subespais Ker f i Im f �

c� Trobeu les antiimatges del vector v� � �
�� �� ��
�� i del vector v� � ��� �� �� ���

d� Calculeu la matriu associada a f en les bases




��� �� Exercicis de recapitulaci�o��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
�

f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� ��
�� ��� ��� �� �� ��g�

	�� Sigui r�x� � R�x� un polinomi de grau � �no constant�� Per a n � �
 considerem

l�aplicaci�o


f 
 Rn�x� � Rn�x�
p�x� � r�x� � p��x�

a� proveu que f �es lineal�

b� determineu dim�Ker f� i rang�f��

	
� Sigui E un R	espai vectorial
 fe�� e�� e�g una base de E i f un endomor�sme de E tal

que f�e� 
 e�� � �
 f�e� � e� � e�� � �e� � �e�
 f�e� � e�� � �e� � �e�� Calculeu f�v� on

v � �e� � �e� � �e� i estudieu si f �es injectiva
 exhaustiva o bijectiva�

	�� En R� dos endomor�smes f i g tenen per matrius associades en una certa base

A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A � B �

�
	 � � �
� � �
� � �



A

respectivament


a� proveu que el conjunt S � fu � R� j f�u� � g�u�g es un subespai vectorial de R� i

calculeu una base de S�

b� calculeu el rang�g � f��

	�� Donat l�endomor�sme f 
 R�� R� de�nit per


f�x� y� z� � ��m 
 ��x� �y 
 z� �x �my � �z� �mx� ��m� ��y � �m� ��z��

demostreu que la dimensi�o del nucli �es zero excepte per a valors particulars de m� Per a

aquests valors doneu les dimensions i bases del nucli i de la imatge de f �



�� Exercicis de recapitulaci�o ���

	�� Sigui E un K	espai vectorial
 dim�E� � n � � i f un endomor�sme en E tal que

fn � � i fn�� �� �


a� demostreu que existeix e � E tal que fe� f�e�� � � � � fn���e�g s�on linealment indepen	

dents�

b� calculeu la matriu de f en aquesta base�

c� calculeu Ker f i Im f �

��� De�nim l�aplicaci�o

f 
 R��x� 
� R��x�

p � a � bx � cx� 
� f�p� � a � bx�

Proveu que


a� f �es un endomor�sme i que f� � f �

b� Ker f � Im f � R��x��

��� Sigui U un espai vectorial i f 
 U � U una aplicaci�o lineal� De�nim


U� � fu � U 
 f�u� � ug � U� � fu � U 
 f�u� � 
ug �

Proveu que


a� U� � U� � f�g�
b� U � U� � U��

�	� Sigui E un R	espai vectorial
 dim�E� � n i f un endomor�sme en E�

a� Quina �es la dim�E� si Ker f � Im f�

b� Pot ser f isomor�sme si Ker f � Im f�

c� Si f� � � quina �es la relaci�o entre Ker f i Im f�

d� Si dim�Ker f� � dim�Ker f�� quina �es la relaci�o entre Im f i Im f��

��� Sigui f 
 Rn� Rn una aplicaci�o lineal�

a� Proveu que dim�Ker f � Im f� � dim�Ker f � Im f� � n�

b� Fent �us de l�apartat anterior
 proveu que si dim�Ker f � Im f� � n�� llavors es

compleix Ker f � Im f � Ker f � Im f �



��	 �� Exercicis de recapitulaci�o

��� SiguinU iW subespais d�un espai vectorial E� Demostreumitjan�cant els pasos indicats

que

dim�U� � dim�W � � dim�U �W � � dim�U �W ��

a� Demostreu que l�aplicaci�o L 
 U�W � E donada per L�u�w� � u
w �es una aplicaci�o

lineal�

b� Proveu que la imatge de L �es U �W �

c� Demostreu que el nucli de L �es el subespai de U �W format pels elements �u� u� on

u � U �W � Trobeu una base i la dimensi�o d�aquest subespai�

d� Apliqueu el teorema de la dimensi�o per concloure la demostraci�o�

��� Demostreu que el determinant de qualsevol matriu antisim�etrica A �M�n�R� amb n

senar �es zero�

�
� Trobeu el valor de n � N
 sabent que
�������
� n n� n�

n n� n� �
n� n� � n
n� � n n�

������� � ������
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��� Ex�amens d	�Algebra �

En aquest cap��tol hem recollit els ex�amens d��Algebra � a partir del curs ��	�� amb la

idea de que l�alumne tingui una guia del grau de di�cultat que es pot trobar en un examen�
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen parcial �� de novembre de ����

�� Considerem tres conjunts A
 X i Y � Demostreu que si A�X � A� Y i A �X � A� Y
aleshores X � Y �

Soluci�o�

X � X � �X � A� � X � �Y � A� � �X � Y � � �X � A� � �X � Y � � �Y � A� �

�Y �X� � �Y �A� � Y � �X � A� � Y � �Y �A� � Y�

	� En el conjunt Q r f�g es de�neix l�operaci�o a � b � �ab� Estudieu si �Q r f�g� �� t�e
estructura de grup abeli�a i en cas a�rmatiu resoleu l�equaci�o �

� � x� � �
� � � � x � �
���

Soluci�o�
Q r f�g �Qr f�g 
� Q r f�g

�a� b� 
� a � b � �ab

Operaci�o interna


a� b � Q � �ab � Q
a� b �� �� �ab �� ��

Associativa


a � �b � c� � a � ��bc� � �a�bc � �abc

�a � b� � c � ��ab� � c � �abc

Commutativa


a � b � �ab � �ba � b � a
Element neutre


a � e � e � a � a� �ae � a� a��e 
 �� � �� e � �
� � Q r f�g

Element sim�etric


�a � Qr f�g� a � a�� � a�� � a � �
� �� a � a�� � �

� �� �aa�� � �
� �� a�� � �

�a �

Per tant �Q r f�g� �� �es grup abeli�a�
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�
�
� x� � �

�
� � � x � �
��
 x� � �

�
� x � � � �
��

x�� � x � x � �
� � x�� � x � � � �
��
 x � �

� � � � �
��
x � �

�
� ��

�
��� � � � �
�� � ��

�
���
 x � � � �
�� � �

� �
�

x � � � �
�� � �
�

 x � �
��� � �

�

x � ��
����
�
� 
��

�� Resoleu l�equaci�o matricial A �X � B 
 �C on

A �

�
	 � � �

� 
� �

� � �



A � B �

�
	 � 
� �
�� � �
�� � �



A � C �

�
	 � 
� �
� � �
� � �



A �

Soluci�o�

Si la matriu A �es invertible aleshores

A�� �A �X � A�� � �B 
 �C� � X � A�� � �B 
 �C�

�
	� � � � � �
� � � � 
� �
� � � 
� � �



A  f

�
	 � � � � � �

� � � � 
� 
�
� � � � � �



A  f

�
	 � � � � � �

� � � � 
� 
�

� � � � � �



A  f

�
	 � � � � � �

� �� �� � 
� �

� � � � � �



A  f

�
	 � 
�� 
�� � � �

� �� �� � 
� �

� � � � � �



A  f

�
	 � 
� 
� � � �

� 
� 
� � � �

� � � � � �



A  f

�
	 � 
� 
� � � �

� 
� 
� � � �

� � � � � �



A

A�� �

�
	 � 
� 
�

� 
� 
�

� � �



A � B 
 �C �

�
	
� � 
�

� � �
� � �



A

X �

�
	 � 
� 
�

� 
� 
�

� � �



A �

�
	
� � 
�

� � �
� � �



A �

�
	
�� 
� 
��

�� 
�� 
��
�� �� ��



A �
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�� Discutiu segons els valors de � el sistema seg�uent


��
�
�x � y � z � �
x � �y � z � �
x � y � �z � ��

��
� �

Soluci�o�

�
	� � � �
� � � �
� � � ��



A  f

�
	 � � � ��

� � � �
� � � �



A  f

�
	 � � � ��

� �
 � �
 � �
 ��

� �
 � �
 �� �
 ��



A  f

 f

�
	 � � � ��

� �
 � �
 � �
 ��

� � �
 � 
 �� � � � 
 �� 
 ��



A �

�
 �
 �� � � � �

�!p� � �

�
�

�
�


��
Si � �� ��
� aleshores rang�A� � rang�A�� � � i el sistema �es S�C�D�

Si � � �

�
	 � � � �
� � � �
� � � �



A x� y � z � �� x � �
 y 
 z el sistema �es S�C�I�

Si � � 
�
�
	 � � 
� �
� 
� � 
�
� � � �



A �x� �y � �z � �� el sistema �es S�I�

�� Siguin a� � ���
�� �� ��
 a� � �
��
�� �� ��
 a� � ��� �� �� ��
 a� � �
��
�� �� ��
 vectors
del R	espai vectorial R�� Determineu si s�on linealment dependents o independents� En cas

que siguin linealment dependents expresseu un dels vectors com a combinaci�o lineal dels

altres�

Soluci�o�

�
B	

� 
� � �

� 
� � �
� � � �

� 
� � �



CA

a�
a�
a�
a�

 f

�
B	
� 
� � �
� 
� � �
� � � 
�
� 
� � �



CA

a�
a� � a�
a� 
 �a�
a� � �a�

 f
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�
B	
� 
� � �
� 
� � �
� � � 
�
� � 
� �



CA

a�
a� � a�

��a� 
 �a�� � ��a� � a��
��a� � �a�� 
 ��a� � a��

 f

 f

�
B	
� 
� � �
� 
� � �
� � � 
�
� � � �



CA

a�
a� � a�

�a� 
 �a� � �a�
�a� 
 a� 
 �a� � �a� 
 �a� � �a�

Els cuatre vectors s�on linealment dependents ja que l��ultima �la �es el vector zero�

�a� 
 a� 
 �a� � �a� 
 �a� � �a� � �

�a� � a� � �a� 
 �a� � �a� 
 �a� � �a� � �a� 
 �a�

a� � �a� � a� 
 a��
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen 
nal �� de gener de ����

�� Siguin f i g dos endomor�smes d�un K	espai vectorial E tals que f�g � g�f � Demostreu

a� f�Ker g� � Ker g�

b� f�Im g� � Im g�

Soluci�o


a� �x
 x � f�Ker g�� x � f�y�� y � Ker g�
� g�x� � g�f�y�� � �g � f��y� � �f � g��y� � f�g�y�� � f��� � ��
� x � Ker g� f�Ker g� � Ker g�

b� �x
 x � f�Im g�� x � f�g�y�� � �f � g��y� � �g � f��y� � g�f�y�� � Im g �
� f�Im g� � Im g�

	� Demostreu que el conjunt T de matrius triangulars


T �

��
�
�
	 � a b
� � c
� � �



A��� a� b� c �Z

��
�

t�e estructura de grup amb el producte� �Es abeli�a� Justi�queu la resposta�

Soluci�o


i
 L�operaci�o del producte �es interna


� A �

�
	 � a b
� � c
� � �



A � B �

�
	 � x y
� � z
� � �



A � T � A �B �

�
	 � x � a y � az � b
� � z � c
� � �



A � T

ja que A �B �es triangular i els seus termes s�on enters�

ii
 El producte de matrius �es associatiu�
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iii
 La matriu

I� �

�
	 � � �
� � �
� � �



A

�es l�element neutre del producte de matrius d�ordre � i I� � T �
iv
 Les matrius de T s�on invertibles
 ja que el seu determinant �es �� Per tant
 per

cada A � T existeix A�� tal que A �A�� � I�� Si A � T llavors A�� � T ja que


A �

�
	 � a b
� � c
� � �



A � T� A�� �

�
	 � 
a 
b� ac
� � 
c
� � �



A � T�

v
 El producte no �es commutatiu
 ja que


�
	� � �
� � �
� � �



A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A �

�
	� � �
� � �
� � �



A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A �

�
	 � � �
� � �
� � �



A �

�� A l�espai vectorial M���R� considerem la matriu seg�uent


A �

�
� �
� �

�
�

De�nim l�aplicaci�o fA 
M���R��M���R� per fA�X� � A �X�

a� Demostreu que fA �es endomor�sme�

b� trobeu la matriu associada a fA en la base can�onica de M���R��

c� calculeu Ker fA i Im fA�

d� calculeu la matriu associada a fA en la base


��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
�

Soluci�o


a� demostrem que fA �es lineal


i
 �X�Y �M���R�
 fA�X � Y � � A � �X � Y � � A �X �A � Y � fA�X� � fA�Y ��

ii
 �X �M���R���� � R
 fA��X� � A � ��X� � ��A �X� � �fA�X��

b�

f

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�
�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�
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�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�
�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

f

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�
�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

f

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�
�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

La matriu associada a fA en la base can�onica �es


B �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA �

c�

Ker fA �

��
x y
z t

���� fA
�
x y
z t

�
�

�
� �
� �

��
�

�
� �
� �

�
�
�
x y
z t

�
�

�
x� z y � t
x� z y � t

�
�

�
� �
� �

�
� z � 
x� t � 
y�

Ker fA �

��
x y

x 
y

���� x� y � R���

�
� �

� �

�
�

�
� �
� 
�

�
� � dim�Ker fA� � ��

Im fA �� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� �

� Im fA ��

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
� i dim�Im fA� � ��

d�

B �

��
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
�

Bc �
��

� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

��
�
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M���R�Bc
B



� M���R�Bc

P

x�� ��yP��

M���R�B
C



� M���R�B

P �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA � P�� �

�
B	

� � � �

� � � �
� 
� � �

� � 
� �



CA

C � P�� �B � P �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � 
�
� � � �



CA �

�� Donats els subespais vectorials de R�
 F �� ��� �� �� ��� ��� �� ��
��� ���
�� a� �� � i

G � f�x� y� z� t� j �x � �y � z 
 �t � �� y � �g
 trobeu una base i la dimensi�o de F 
 G


F �G i F �G segons els valors del par�ametre a � R�

Soluci�o


i
 Base i dimensi�o de F 


F �� ��� �� �� ��� ��� �� ��
��� ���
�� a� �� ��

�
	 � � � �
� � � 
�
� 
� a �



A  f

�
	 � � � �
� � 
� 
�
� 
� a �



A  f

�
	 � � � �
� � 
� 
�
� � a
 � �



A �

" Si a � �


dim�F � � �
 F �� f� � ��� �� �� ��� f� � ��� ��
��
�� � �

" Si a �� �


dim�F � � �
 F �� f� � ��� �� �� ��� f� � ��� ��
��
��� f� � ��� �� a 
 �� �� � �

ii
 Base i dimensi�o de G


G � f�x� y� z� t� j �x��y�z
�t � �� y � �g � f�x� y� z� t� j �x�z
�t � �� y � �g �
� f�x� ��
�x � �t� t� j x� t � Rg�� g� � ��� ��
�� ��� g� � ��� �� �� �� �


aleshores dim�G� � ��
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iii
 Base i dimensi�o de F �G i F �G

" Si a � � �

B	
� � � �
� � 
� 
�
� � 
� �
� � � �



CA

f�
f�
g�
g�

 f

�
B	
� � � �
� � 
� 
�
� � 
� 
�
� � � �



CA

f�
f�

g� 
 f�
g�

 f

 f

�
B	
� � � �
� � 
� 
�
� � � �
� � � �



CA

f�
f�
g�

g� 
 f� � �g�

Per tant
 dim�F �G� � �
 F �G � R�
 dim�F �G� � � � �
 � � � i F �G � f�g�
" Si a �� �

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � a
 � �
� � 
� �
� � � �



CCCA

f�
f�
f�
g�
g�

 f

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � a
 � �
� � 
� 
�
� � � �



CCCA

f�
f�
f�

g� 
 f�
g�

 f

 f

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � a 
 � �
� � � �
� � � �



CCCA

f�
f�
f�
g�

g� 
 f� � �g�

 f

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � a
 � �
� � � �
� � � �



CCCA

f�
f�
f�

g� 
 g� � f� 
 �g�
g� 
 f� � �g�

 f

 f

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � a 
 � �
� � � �
� � � �



CCCA

f�
f�
f�

�
��
g� 
 g� � f��
g� 
 f� � �g�

 f

 f

�
BBB	
� � � �
� � 
� 
�
� � � �
� � � �
� � � �



CCCA

f�
f�

f� 
 a��
� �
g� 
 g� � f��

�
� �
g� 
 g� � f��
g� 
 f� � �g�

Per tant
 dim�F �G� � �
 F �G � R�
 dim�F �G� � � � �
 � � �

f� 
 a��
�
�
g� 
 g� � f�� � � � a��

�
f� 
 f� �

a��
�
�g� � g�� � F �G


F �G ��
a 
 �

�
�g� � g�� ���

a 
 �

�
��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� � �
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Examen d�estiu � de juliol de ����

�� Siguin B� � f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g i B� � f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g dues bases de
R�� Un vector u de R� t�e components �x� y� z� en la primera base i �x�� y�� z�� en la segona�

Expresseu x
 y i z en funci�o de x�
 y� i z��

Primera soluci�o�

Siguin

P �

�
	� � �
� � �
� � �



A � Q �

�
	 � � �
� � �
� � �



A

les matrius que tenen per columnes l�expressi�o dels vectors de B� i B� respecte a la base

can�onica�

Notem les coordenades de u respecte a la base can�onica per �x�� y�� z��� Llavors


P �
�
	x
y
z



A �

�
	x�
y�
z�



A � Q �

�
	x�

y�

z�



A �

�
	x�
y�
z�



A �� P �

�
	x
y
z



A � Q �

�
	x�

y�

z�



A ��

�
	x
y
z



A � P�� �Q �

�
	x�

y�

z�



A �

�
	 �

�

�

�
�
�
 �

�
�
�

�
�

�
�

�
� 
�

�



A �

�
	x�

y�

z�



A ��

x � �
�
�x� 
 y� � z��

y � �
� �
x� � y� � z��

z � �
� �x

� � y� 
 z���

Segona soluci�o�

u � x��� �� �� � y��� �� �� � z��� �� �� � x���� �� �� � y���� �� �� � z���� �� �� ��

�x � y � z � x� � z�

x � �y � z � y� � z�

x � y � �z � x� � y�
��
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	 � � � j x� � z�

� � � j y� � z�

� � � j x� � y�



A  f

�
	 � � � j x� � y�

� � 
� j z� 
 x�

� 
� 
� j x� � z� 
 �x� 
 �y�
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��a� b� � �c� d�� � �e� f� � �ac� bc� d� � �e� f� � �ace� �bc� d�e� f� � �ace� bce� de� f�

�a� b� � ��c� d�� � �e� f�� � �a� b� � �ce� de � f� � �ace� bce � de � f�

Per tant
 � �es associativa�

iii� � t�e element neutre


�a� b� � �e� f� � �a� b� ��
�
ae � a

be � f � b
��

�
e � � � Qr f�g
f � � � Q

Comprovem que
 ��� �� � �a� b� � �a� b��

Per tant
 ��� �� �es l�element neutre�

iv� � t�e l�element sim�etric


�a� b� � �a�� b�� � ��� �� ��
�
aa� � �

ba� � b� � �
��

�
a� � �

a � Q r f�g
b� � 
ba� � 
 b

a � Q�

�a� b� � � �
a
�
 b

a
� � ��� ��

�
�

a
�
 b

a
� � �a� b� � ���
b � b� � ��� ��

Per tant
 �
�

a
�
 b

a
� �es l�element invers de �a� b��

v� No �es abeli�a


��� �� � ��� �� � ��� �� �� ��� �� � ��� �� � ��� ��

vi� Resolem l�equaci�o ��� �� � �x� y� � ���
�� � ��� ���

���� �� � �x� y�� � ���
�� � ��x� �x � y� � ���
�� � ��x� �x � y 
 �� � ��� ����

��
�
�x � �

�x� y 
 � � �
��

�
x � �

y � 
� �� �x� y� � ���
���



�	� ��� Ex�amens d	�Algebra �

�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen 
nal �� de gener de ����

�� Siguin E i F K	espais vectorials i f una aplicaci�o lineal de E en F � De�nim en E la

relaci�o bin�aria seg�uent


�u� v � E� u � v �� f�u 
 v� � ��F �

a� Comproveu que � �es una relaci�o d�equival�encia en E�

b� Demostreu que la classe d�equival�encia del vector ��E �es Ker f �

Soluci�o�

a� � �es una relaci�o d�equival�encia en E


� re exiva
 u � u �

u � u�� f�u 
 u� � ��F � per�o f�u
 u� � f��E � � ��F per ser f aplicaci�o lineal�

� sim�etrica
 u � v �� v � u �

u � v�� f�u 
 v� � ��F �� f�v 
 u� � f�
�u 
 v�� � 
f�u
 v� � ��F �

� transitiva
 u � v� v � w �� u � w �

�
u � v �� f�u 
 v� � ��F

v � w �� f�v 
 w� � ��F
��

�� f�u 
w� � f�u 
 v � v 
w�
f lineal
� f�u
 v� � f�v 
 w� � ��F ���F � ��F �

b� La classe d�equival�encia de ��E �es Ker f 


���E � � fv � E j f���E 
 v� � ��F g f lineal
� fv � E j f���E� 
 f�v� � ��F g �

f���E����F
� fv � E j f�v� � ��F g � Ker f�
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	� Siguin F i G subespais vectorials de R� tals que


F �� ��� �� ��
��
��� ��� a� �� �� �� ��

G � f�x� y� z� t� u� j x
 z 
 u � �� y 
 �t� u � �g�

Trobeu una base i la dimensi�o dels subespais F 
 G
 F � G
 F � G segons els valors de

a � R� �Es F �G suma directa en algun cas�

Soluci�o�

F 


dim�F � � rg

�
� � � 
� 
�
� a � � �

�
� �� ja que

����
� 
�
� �

���� �� ��

Per tant
 �a � R 
 dim�F � � �� una base �es
 f��� �� ��
��
��� ��� a� �� �� ��g�

G 


resolem el sistema homogeni


�
� � 
� � 
� j �
� � � 
� � j �

�
��

��
�
x � z � u

y � �t
 u�
z� t� u � R��

�� �x� y� z� t� u� � �z � u� �t
 u� z� t� u� �

� z��� �� �� �� �� � t��� �� �� �� �� � u���
�� �� �� ��� z� t� u � R��

�� dim�G� � �� base de G 
 f��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ���
�� �� �� ��g�

F �G� F �G
 anomenem

f� � ��� �� ��
��
��� f� � ��� a� �� �� ���

g� � ��� �� �� �� ��� g� � ��� �� �� �� ��� g� � ���
�� �� �� ���

fem transformacions per �les a la matriu que t�e tots aquests vectors per �les per trobar

base i dimensi�o de F �G


A �

�
BBB	
� � � � �
� � � � �
� 
� � � �
� � � 
� 
�
� a � � �



CCCA

g�
g�
g�
f�
f�

 

�
BBB	
� � � � �
� � � � �
� 
� 
� � �
� � � 
� 
�
� a 
� � �



CCCA

g�
g�

g� 
 g�
f� 
 g�
f� 
 g�
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�
BBB	
� � � � �
� � � 
� 
�
� � � � �
� � 
� 
� �
� � 
� a a� �



CCCA

g�
f� 
 g�

g� 
 ��f� 
 g�� � 
�f� � �g� � g�
�g� 
 g�� � �f� 
 g�� � f� 
 �g� � g�

�f� 
 g�� 
 a�f� 
 g�� � 
af� � f� � �a 
 ��g�

 

 

�
BBB	
� � � � �
� � � 
� 
�
� � 
� 
� �
� � � � �
� � � a� � a� �



CCCA

g�
f� 
 g�

f� 
 �g� � g�

�f� � �g� � g�


�a � ��f� � f� � �a � ��g� 
 g��

 

" Si a � 
�
 llavors a� � � � i rg�A� � � ��

��
�
dim�F �G� � �

una base de F �G 
 f��� �� �� �� ��� ��� �� ��
��
��� ��� ��
��
�� ��� ��� �� �� �� ��g
dim�F �G� � dim�F � � dim�G� 
 dim�F �G� �� � � � � �
 dim�F �G� ��

�� dim�F �G� � ��

L��ultima �la dona el vector ��
 per tant f� 
 g� � �� �� f� � g� � F �G
 per tant
�
dim�F � G� � �

una base de F � G 
 f���
�� �� �� ��g�
" Si a �� 
�
 llavors a� � �� �


rg�A� � rg

�
BBB	
� � � � �
� � � 
� 
�
� � 
� 
� �
� � � � �
� � � a� � a� �



CCCA � rg

�
BBB	
� � � � �
� � � 
� 
�
� � 
� 
� �
� � � � �
� � � � �



CCCA �

� rg

�
BBB	
� � � � �
� � � 
� 
�
� � 
� 
� �
� � � � �
� � � � 
�



CCCA � �

�
dim�F �G� � � �� F �G � R�

una base de F �G 
 f��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��g
dim�F �G� � dim�F � � dim�G� 
 dim�F �G� �� � � � � �
 dim�F �G� ��

�� dim�F �G� � ��

per tant
 �
dim�F � G� � �� F �G � f��g
no admet base

F �G �es suma directa si
 i nom�es si
 F �G � f��g
 �es a dir
 si
 i nom�es si
 a �� 
��
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�� Considerem les aplicacions lineals
 f 
 R�� R� de�nida per f�x� y� z� � �x � y� y 
 z�

i g 
 R�� R� de�nida per g�x� y� � �x 
 �y� y 
 �x��

a� Demostreu que la composici�o d�aplicacions lineals qualssevol �es una aplicaci�o lineal�

b� Doneu la imatge d�un vector qualsevol �x� y� z� � R� per g � f �
c� Calculeu una base i la dimensi�o de Im�g � f� i de Ker �g � f�� �Es g � f injectiva


exhaustiva o bijectiva�

d� Calculeu la matriu associada a g � f en les bases f��� ��
��� ���
�� ��� ��� �� ��g de R�

i f���
��� ���
��g de R��

e� Demostreu per inducci�o que la matriu associada a l�endomor�sme gn respecte a la

base can�onica de R� �es


An �
�

�

�
	 �
��n � �n �
��n 
 �n

�
��n 
 �n �
��n � �n



A � �n � ��

Soluci�o�

a� La composici�o d�aplicacions lineals �es aplicaci�o lineal


Cal veure
 �
�i� �g � f��u � v� � �g � f��u� � �g � f��v�� �u� v � E
�ii� �g � f���u� � ��g � f��u � v�� �u � E� �� � K

on f 
 E � F 
 g 
 F � G i E
 F 
 G s�on K	espais vectorials�

�i� �g � f��u � v�
def� g�f
� g�f�u � v��

f lineal
� g�f�u� � f�v��

g lineal
�

g lineal
� g�f�u�� � g�f�v��

def� g�f
� �g � f��u� � �g � f��v�

�ii� �g � f���u� def� g�f
� g�f��u�

f lineal
� g��f�u��

g lineal
� �g�f�u��

def� g�f
� ��g � f��u��

b� Imatge de �x� y� z� � R� per g � f 
 on f 
 R�� R�
 g 
 R�� R� i g � f 
 R�� R��

Calculem


�g � f��x� y� z� � g�f�x� y� z��
def� f
� g�x� y� y 
 z�

def� g
�

def� g
� ��x � y�
 ��y 
 z�� y 
 z 
 ��x � y�� � �x 
 y � �z� 
�x 
 y 
 z��

c� Base i dimensi�o de Im �g � f�
 Ker �g � f�� �Es g � f injectiva
 exhaustiva o bijectiva�
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Ho trobem utilizant la matriu associada a g � f en bases can�oniques de R� i R�


per l�apartat b��

���
��

�g � f���� �� �� � ���
��
�g � f���� �� �� � �
��
��
�g � f���� �� �� � ���
��

la matriu associada a g � f en les bases can�oniques C� � f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g de
R� i C� � f��� ��� ��� ��g de R� �es


A �

�
� 
� �

� 
� 
�

�

dim�Im �g � f�� � rg�A� � rg

�
� 
� �

� 
� 
�

�
� rg

�
� 
� �
� 
� �

�
� � ��

�� Im �g � f� � R�� una base de Im �g � f� �es f��� ��� ��� ��g�

dim�Ker �g � f�� � dim�Im �g � f�� � dim�R���

per tant dim�Ker �g � f�� � �
 � � �� Per calcular una base de Ker �g � f� resolem el

sistema homogeni A �X � O


�
� 
� � j �

� 
� 
� j �

�
 
�
� 
� � j �
� 
� � j �

�
 
�
� 
� � j �
� 
� � j �

�
 

 
�
� � � j �
� � 
� j �

�
��

�
x � 
z
y � z

Soluci�o
 �
z� z� z� � z�
�� �� ��� z � R �� base de Ker �g � f�
 f�
�� �� ��g�
Ker �g � f� �� f��� �� ��g
 per tant g � f no �es injectiva�

Im�g � f� � R�
 per tant g � f �es exhaustiva�

d� Matriu associada a g � f en les noves bases B� � f��� ��
��� ���
�� ��� ��� �� ��g de R�

i B� � f���
��� ���
��g de R��

R�
base C�

g�f



�
A

R�
base C�

Id

x��P Q

��yId
R�

base B�
B



�
g�f

R�
base B�

B � Q�� �A � P� on
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A �

�
� 
� �

� 
� 
�

�
� P �

�
	 � � �

� 
� �

� � �



A � Q �

�
� �

� 
�

�
�

Q�� �
�

j Q j
�
� 
�

� �

�
�

�


�
�
� 
�

� �

�
�

�
� �

� 
�

�
�

B �

�
� �

� 
�

�
�
�

� 
� �

� 
� 
�

�
�
�
	 � � �

� 
� �

� � �



A � � � � �

�
� � 
�
�� 
� �

�
�

e� P �n� � la matriu associada a gn en la base can�onica de R� �es

An �
�

�

�
�
��n � �n �
��n 
 �n

�
��n 
 �n �
��n � �n

�
�

Demostraci�o� P �n� �es cert
 �n � �
 per inducci�o sobre n


�i� cert per n � �� Matriu associada a g� � g


�
g��� �� � ���
��
g��� �� � �
�� �� �� Mg �

�
� 
�

� �

�
�

A� �
�

�

�
� � � 
�
 �

�
 � 
� � �

�
�

�

�

�
� 
�

� �

�
�

�
� 
�

� �

�
�Mg�

�ii� Si �es cert per n
 ho �es per n� �
 �n � �


gn�� � gn � g �� Mgn�� �Mgn �Mg

Per hip�otesi d�inducci�o �H�I��
 Mgn � An i abans hem calculat Mg �

�
� 
�

� �

�
�

per tant


Mgn��
H�I�
� An �

�
� 
�

� �

�
�

�

�

�
�
��n � �n �
��n 
 �n

�
��n 
 �n �
��n � �n

�
�
�

� 
�

� �

�
�

�
�

�

�
�
��n � �n 
 ���
��n 
 �n� 
���
��n � �n� � �
��n 
 �n

�
��n 
 �n 
 ���
��n � �n� 
���
��n 
 �n� � �
��n � �n

�
�
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�
�

�

�
�
��n � � � �n 
�
��n 
 � � �n

�
��n 
 � � �n 
�
��n � � � �n

�
�

�
�

�

�
�
��n�� � �n�� �
��n�� 
 �n��

�
��n�� 
 �n�� �
��n�� � �n��

�
� An���

La matriu associada a gn�� en la base can�onica de R� �es An��
 c�v�d�
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen d�estiu � de juliol de ����

�� Sigui

A �

�
	 � � �i

� � i
�i i 
�



A �

Determineu una f�ormula per An
 n � �
 i demostreu	la per inducci�o� Per a quins valors

de n � � �es invertible la matriu An�

Soluci�o�

A� � A �A �

�
	 � � �i

� � i
�i i 
�



A �

�
	 � � �i

� � i
�i i 
�



A �

�
	 �� � �i

� � �i
�i �i 
�



A �

� �

�
	 � � �i

� � i
�i i 
�



A � �A�

A� � A� �A � ��A� �A � � �A �A� � � ��A� � ��A�

A� � A� �A � ���A� �A � �� �A �A� � �� ��A� � ��A�

� � �
An � �n��A�

Demostrem per inducci�o sobre n que la f�ormula �es certa


i� per n � �
 A� � ����A � ��A � A


ii� suposem certa per a n
 n � � i demostrem que ho �es per a n� �


An�� � An �A H�I�
� ��n��A� �A � �n�� �A �A� � �n�� ��A� � �nA�

La matriu An �es invertible si
 i nom�es si
 la matriu A �es invertible
 ja que


An invertible �� �det�A��n � det�An� �� � �� det�A� �� � �� A invertible�
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per�o
 la matriu A no �es invertible ja que el determinant de A �es �


������
� � �i
� � i
�i i 
�

������ �
������
� � �i
� � i
�i i i�

������ � �i

������
� � i
� � i
� � i

������ � ��

Observaci�o
 Si A �es invertible llavors �An��� � �A���n


An � �A���n � �A
�n� � � A� � �A�� �n� � � A��� � �A

�n��� � � A� � �A �A��� � �A�� �n��� � � A��� �

A�A���In� �A
�n��� � � A� � In � �A�� �n��� � � A��� � � � � � In � � � In � In�

	� Sigui E un K	espai vectorial de dimensi�o n � � i f un endomor�sme de E�

a� Demostreu que si Ker f � Im f 
 la dimensi�o de E �es un nombre parell�

b� Pot ser isomor�sme un endomor�sme f tal que Ker f � Im f� Justi�queu la resposta�

c� Si f� � �
 quina relaci�o de contingut hi ha entre Ker f i Im f�

Soluci�o�

a� Pel teorema de la dimensi�o sabem


dim�E� � dim�Ker f� � dim�Im f��

Si Ker f � Im f 
 llavors dim�Ker f� � dim�Im f� � k� Per tant dim�E� � k � k �

�k
 �es a dir
 la dimensi�o de E �es un nombre parell�

b� Si f �es isomor�sme llavors Im f � E
 per tant dim�E� � dim�Im f� � n� Pel teorema

de la dimensi�o dim�Ker f� � �
 i obtenim una contradici�o
 n � ��

c� � y � Im f existeix x � E tal que f�x� � y


f�y� � f�f�x�� � f��x�
f���
� � �� y � Ker f�

Im f # Ker f�
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�� Considereu el conjunt E � f�x� y� y� z� j x� y� z � Rg � R� i l�aplicaci�o f 
 E � E

de�nida per f�x� y� y� z� � �x � z� y� y� x � y � z��

a� Demostreu que E �es un subespai vectorial de R� i calculeu la dimensi�o i una base de

E� Expresseu el vector �x� y� y� z� � E com a combinaci�o lineal dels vectors de la base

donada de E� Quines s�on les coordenades respecte a aquesta base�

b� Demostreu que f �es una aplicaci�o lineal�

c� Trobeu la dimensi�o i una base de Ker f i Im f �

Soluci�o�

a�

" E �es subespai vectorial de R�


i
 � �x� y� y� z�� �x� � y�� y�� z�� � E�

�x� y� y� z� � �x�� y�� y�� z�� � �x � x�� y � y�� y � y�� z � z�� � E

ja que la segona i tercera coordenades s�on iguals


ii
 � �x� y� y� z� � E
 � � � R�

� �x� y� y� z� � ��x� � y� � y� � z� � E�

ja que la segona i tercera coordenades s�on iguals�

" E � f�x� y� y� z� j x� y� z � Rg�� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� �

rg

�
	� � � �
� � � �
� � � �



A � � �� dim�E� � ��

e� � ��� �� �� ��� e� � ��� �� �� ��� e� � ��� �� �� ���

fe�� e�� e�g �es una base de E�

b� L�aplicaci�o f�x� y� y� z� � �x � z� y� y� x � y � z� �es lineal


i
 � �x� y� y� z�� �x� � y�� y�� z�� � E


f��x� y� y� z� � �x�� y�� y�� z���
def� �
� f�x � x�� y � y�� y � y�� z � z�� �

def� f
� �x � x� � z � z�� y � y�� y � y�� x � x� � y � y� � z � z�� �
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� �x � z � x� � z�� y � y�� y � y�� x � y � z � x� � y� � z�� �

def� �
� �x � z� y� y� x � y � z� � �x� � z�� y�� y�� x� � y� � z�� �

def� f
� f�x� y� y� z� � f�x�� y�� y�� z���

ii
 � �x� y� y� z� � E
 �� � R


f���x� y� y� z�� � f��x� �y� �y� �z� �

def� f
� ��x � �z� �y� �y� �x � �y � �z� �

� ��x � z� y� y� x � y � z�
def� f
� �f�x� y� y� z��

c�

Ker f � f�x� y� y� z� j f�x� y� y� z� � ��� �� �� ��g�

f�x� y� y� z� � ��� �� �� �� �� �x � z� y� y� x � y � z� � ��� �� �� �� ��

��
�

x � z � �
y � �

x� y � z � �
��

�
z � 
x
y � �

��

�� Ker f � f�x� �� ��
x� j x � Rg�� ��� �� ��
�� �� dim�Ker f� � ��

dim�Im f� � dim�E�
 dim�Ker f� � �
 � � ��

�
f�e�� � f��� �� �� �� � �� � �� �� �� � � � � �� � ��� �� �� �� � �e� � �e� � �e�
f�e�� � f��� �� �� �� � �� � �� �� �� � � � � �� � ��� �� �� �� � �e� � �e� � �e�
f�e�� � f��� �� �� �� � �� � �� �� �� � � � � �� � ��� �� �� �� � �e� � �e� � �e��

La matriu associada a f en la base fe�� e�� e�g �es

�
	 � � �
� � �
� � �



A �

Im f �� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� ��� ��� �� �� ��� e� � e�� e� � e� � �
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen parcial � de novembre de ����

�� Considerem al conjunt dels nombres enters les relacions bin�aries seg�uents


a� �a� b �Z� aRb�� b
 a �es parell�

b� �a� b �Z� aSb�� b
 a �es senar�

Estudieu les seves propietats� S�on relacions d�equival�encia� En cas a�rmatiu
 determineu

totes les classes d�equival�encia i el conjunt quocient�

Soluci�o�

a� �a� b �Z� aRb�� b
 a �es parell�

Re exiva
 �a �Z� aRa
 ja que a 
 a � � �es parell�

Sim�etrica
 �a� b �Z
 aRb�� b
 a �es parell �� a
 b �es parell �� bRa�
Antisim�etrica
 �a� b �Z

�
aRb
bRa ��

�
b
 a �es parell

a
 b �es parell
��� a � b� Per exemple �R� i �R�� per�o � �� ��

Transitiva
 �a� b� c �Z

�
aRb
bRc ��

�
b 
 a �es parell

c
 b �es parell
�� c
a � �c
b���b
a� �es parell per ser suma de parells�

Per tant
 la relaci�o R �es una relaci�o d�equival�encia� El conjunt quocient Z�R est�a

format per dues classes


� � fx �Zj �Rxg � fx �Zj x 
 � � x �es parell g � f� � � �
��
��
�� �� �� �� �� � � � g�

�es a dir
 la classe � cont�e tots els nombres parells�

� � fy �Zj �Ryg � fy �Zj y 
 � �es parell g � fy �Zj y �es de la forma �� parell g �

� f� � � �
��
��
�� �� �� �� �� � � � g�

�es a dir
 la classe � cont�e tots els nombres senars�



��
 ��� Ex�amens d	�Algebra �

Tots els enters s�on parells o senars
 per tant
 nom�es hi ha aquestes � classes d�equiva	

l�encia


Z�R� f�� �g�

b� �a� b �Z� aSb�� b
 a �es senar�

Re exiva
 �a �Z� no �es cert que aSa
 ja que a
 a � � no �es senar�

Sim�etrica
 �a� b �Z
 aSb�� b 
 a �es senar �� a 
 b �es senar �� bSa�
Antisim�etrica
 �a� b �Z
�

aSb
bSa ��

�
b
 a �es senar

a
 b �es senar
��� a � b� Per exemple �S� i �S�� per�o � �� ��

Transitiva
 �a� b� c �Z
�
aSb
bSc ��

�
b 
 a �es senar

c
 b �es senar
��

�� c
 a � �c
 b� � �b 
 a� �es parell per ser suma de dos nombres senars�

Per tant
 la relaci�o S no �es transitiva�

La relaci�o S �es una relaci�o que nom�es compleix la propietat sim�etrica�

	� Considerem la matriu A �

�
	 � � � 
�
� � � 
�
� � 
� 
�



A �

a� Trobeu les matrius P i Q d�una PAQ	reducci�o� Quin �es el rang de A�

b� Feu el mateix per la matriu transposada de A�

c� Donada una matriu quadrada invertible A de la qual coneixem una PAQ	reducci�o


expresseu la inversa de A en funci�o de P i Q�

Soluci�o�

a�

�A j I�� �
�
	 � � � 
� j � � �
� � � 
� j � � �
� � 
� 
� j � � �



A f�

f�
f�

 f

 f

�
	 � � � 
� j � � �
� � � 
� j 
� � �
� � 
� � j 
� � �



A f�

f� 
 f�
f� 
 �f�

 f

 f

�
	 � � � 
� j � � �
� � � 
� j 
� � �
� � 
� � j 
� 
� �



A f�

f� 
 f�
��f� 
 �f��
 �f� 
 f��

 f
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 f

�
	 � � � 
� j � � �
� � � 
� j 
 �

�
�
� �

� � � 
�
�
j �

�
�
�

�

�



A f�

�
� �f� 
 f��

��
�
��f� 
 �f� 
 f��

A� �

�
	 � � � 
�
� � � 
�
� � � 
�

�



A P �

�
	 � � �

 �

�
�
�

�
�
�

�
�

�

�



A

�
BBBBBBBBB	

� � � 
�
� � � 
�
� � � 
�

�
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CCCCCCCCCA

�I� j O� �
�
	 � � � j �
� � � j �
� � � j �



A Q �

�
B	
� � 
� �
� � 
� �
� � � �
� � � �



CA

P �A �Q �

�
	 � � �

�

�
�
�

�
�
�

�
� 
�

�



A �

�
	 � � � 
�
� � � 
�
� � 
� 
�



A �

�
B	
� � 
� �
� � 
� �
� � � �
� � � �



CA �

�

�
	 � � � j �
� � � j �
� � � j �



A � �I� j O��

El rang de la matriu A �es ��

b�

P �A �Q � �I� j O� �� �P �A �Q�t � �I� j O�t �� Qt �At � P t �

�
	 I�

O



A �
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P � � Qt �

�
B	

� � � �
� � � �

� 
� � �
� � � �



CA � Q� � P t �

�
	 � 
�

�
�
�

� �
�

�
�

� � 
 �
�



A ��

�� P � �At �Q� �
�
	 I�

O



A �

El rang de la matriu At �es ��

c� Si A �es una matriu quadrada i invertible
 A �M�n�K�
 el rang de A �es n� Les matrius

P i Q d�una PAQ	reducci�o s�on invertibles i per tant


P �A �Q � In �� P�� � �P �A �Q� �Q�� � P�� � In �Q�� ��

�� �P�� � P � �A � �Q �Q��� � P�� �Q�� �� A � P�� �Q�� ��

�� A�� � �P�� �Q����� � �Q����� � �P����� � Q � P

�� Sigui X � fx � Zj � 
 x 
 ����g� Estudieu si les aplicacions seg�uents s�on injectives


exhaustives o bijectives


a� f 
 P�X� 
� P�X� tal que �A � P�X�� f�A� � X rA�

b� g 
 P�X� 
� P�X� tal que �A � P�X�� g�A� � Ar Y 
 on

Y � fx �Zj � 
 x 
 ���g�

c� h 
 P�X� 
� P�Z� tal que �A � P�X�� h�A� � A � Z
 on

Z � fx �Zj � 
 x 
 ���g�

Soluci�o�

a�
f 
 P�X� 
� P�X�

A 
� f�A� � X rA
on X � fx �Zj � 
 x 
 ����g�

En realitat
 X rA �es el complementari de A en X
 �es a dir
 f�A� � X rA � Ac�

f �es injectiva
 �A�B � P�X�
 f�A� � f�B� �� Ac � Bc �� �Ac�c � �Bc�c

�� A � B
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f �es exhaustiva
 �B � P�X�
 	A � Bc � P�X� tal que f�A� � f�Bc� � �Bc�c � B�

Per tant
 f �es bijectiva�

b�
g 
 P�X� 
� P�X�

A 
� f�A� � A r Y
on Y � fx �Zj � 
 x 
 ���g�

g �es injectiva
 NO�

g�A� � g�B� �� A r Y � B r Y ��� A � B�

Per exemple
 A � f�� ���� ���g
 B � f�� ���g
 A �� B per�o g�A� � g�B� � f���g�

g �es exhaustiva
 NO�

�B � P�X�
 	A � P�X� tal que g�A� � A r Y � B�

No sempre
 g�A� no cont�e mai elements de Y 
 per tant


si B � f�g
 �A � P�X�
 g�A� � Ar Y �$ � i no pot ser mai g�A� � B�

c�
h 
 P�X� 
� P�Z�

A 
� h�A� � A � Z on Z � fx �Zj � 
 x 
 ���g�

h �es injectiva
 NO�

h�A� � h�B� �� A � Z � B � Z ��� A � B�

Per exemple
 A � f�� �� ���g
 B � f�� �� ���g
 A � Z � B � Z � f�� �g per�o A �� B�

g �es exhaustiva
 SI�

�B � P�Z� �� 	A � P�X� tal que h�A� � A � Z � B�

Si
 donat B � P�Z� prenem A � B
 llavors h�A� � A � Z � B � Z � B
 ja que

B # Z�

�� Demostreu que la multiplicaci�o ordinaria de fraccions �es una operaci�o bin�aria interna al

conjunt F � f ���a
���b j a� b �Zg� Comproveu que �F� �� �es un grup abeli�a� Resoleu l�equaci�o

�

�
� x � �

��
�

�

��
�

Soluci�o�

F � f � � �a

� � �b
j a� b �Zg�

Observem que els elements de F s�on fraccions tals que tant el numerador com el denom	

inador son nombres senars
 �es a dir
 fraccions de la forma m
n 
 on m i n �on senars i
 per

tant
 el denominador �es diferent de zero�
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i� Operaci�o interna en F 


x� y � F �
�� xy � F

x� y � F �� x �
m

n
� y �

m�

n�
� amb m�n�m�� n� senars ��

�� xy �
m

n

m�

n�
�
mm�

nn�
� amb mm�� nn� senars �� xy � F

ii� �F� �� grup abeli�a


" Associativa i commutativa
 el producte de fraccions �es associatiu i commutatiu
 per

tant
 tamb�e ho �es el producte de fraccions de F �

" Element neutre
 Sigui x � F 
 l�element neutre �es e � F tal que xe � x� �x � F 


per�o


xe � x �� e � � � �
� � F

�� l�element neutre de F �es ��

" Element invers
 �x � F 
 si existeix l�element invers x� � F tal que xx� � � ha de ser

x� � �
x � Per�o x � F �� x � m

n on m i n s�on senars �� x� � �
x � n

m on m i n s�on senars

�� n
m � F �es l�element invers de x � m

n �

iii� Resoluci�o de l�equaci�o
�

�
� x � �

��
�

�

��
�

�

�
� x � �

��
�

�

��

commuta�
�� x � �

�
� �
��

�
�

��

def�
��

operaci�o

�� x � �
��

�
�

��
invers
�� x �

�

��

��

�
�

���

��
�

���

��
�
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen 
nal �� de gener de ����

�� Demostreu per inducci�o la f�ormula


�

� � � �
�

� � � �
�

� � �� � � � �� �

��n
 ����n� ��
�

n

�n� �
� �n � ��

Soluci�o�

i� Per n � �


�

�
�

�

� � �
�
�

�

� � � � �
�

�

�
�� cert

ii� Suposem que �es cert per n
 veurem que tamb�e ho �es per n� �


La f�ormula per a n� � �es


�

� � ��
�

� � ��
�

� � ���� � ��
�

��n
 ����n � ��
�

�

���n � �� 
 �����n� �� � ��
�

n� �

��n� �� � �
�

�es a dir
 volem demostrar


�

� � � �
�

� � � �
�

� � �� � � � �� �

��n
 ����n� ��
�

�

���n � ��
 �����n � �� � ��
�

n� �

�n� �
�

Per�o


�

� � � �
�

� � � �
�

� � �� � � � ��
�

��n
 ����n � ��
�

�

���n� ��
 �����n � �� � ��

H�I�
�

H�I�
�

n

�n� �
�

�

���n � ��
 �����n � �� � ��
�

n

�n� �
�

�

��n� ����n � ��
�

�
n��n� �� � �

��n � ����n� ��
�

�n� � �n� �

��n� ����n� ��
�

��n� ���n � ��

��n� ����n� ��
�

n� �

�n� �
�
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	� Existeix una aplicaci�o lineal de R	 en R� amb rang � i dimensi�o del nucli �� i de rang

� i dimensi�o del nucli �� i de rang � i dimensi�o del nucli �� Justi�queu la resposta�

Soluci�o�

La matriu associada a una aplicaci�o lineal f de R	 en R� t�e � columnes i � �les� Sigui

A la matriu associada
 A �M��� ��R�� Per tant


rang�f� � dim�Im f� � rang�A� 
 minf�� �g � ��

i� No pot existir
 ja que rang�f� 
 �


ii�

�
rang�f� � � 
 � 
 �es possible�

dim�Ker f� � dim�R	�
 dim�Im f� � �
 � � � 
 �es possible�

Exemples


�
	 � � � � � �
� � � � � �
� � � � � �



A �

�
	� � � � � �
� � � � � �
� � � � � ��



A �

iii�

�
rang�f� � � 
 � 
 �es possible�

� � dim�Ker f� � dim�R	�
 dim�Im f� � �
 � � � 
 no pot ser�

�� Sigui B � fe�� e�� e�g una base de l�espai vectorial E i f 
 E � E l�endomor�sme que

compleix f�e�� � e� 
 �e� � e�
 f�e�� � 
�e� � �e� i Ker f �� �e� 
 e� � e� ��

a� Calculeu la matriu associada a f respecte a la base B�
b� Calculeu la matriu associada a f respecte a la base B� � fe�� e� 
 e�� e� 
 e� 
 e�g�

Soluci�o�

a� Sigui A la matriu associada a f respecte a la base B


�e� 
 e� � e� � Ker f ��

�� f��e� 
 e� � e�� � �E
f lineal
�� �f�e��
 f�e�� � f�e�� � �E ��

�� f�e�� � 
�f�e�� � f�e��
f�e���e���e��e�

�
f�e�����e���e�


��e� 
 �e� � e�� � �
�e� � �e�� ��
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�� f�e�� � 
�e� � �e� � e��

Per tant


A �

�
	 � 
� 
�

� � �
� � �



A �

b� Sigui B la matriu associada a f respecte a la base B� � fe�� e� 
 e�� e� 
 e� 
 e�g�

E base B
f



�
A

E base B

Id

x��P P��

��yId
E base B�

B



�
f

E base B�

B � P�� �A � P� on

A �

�
	 � 
� 
�

� � �
� � �



A � P �

�
	 � 
� 
�
� � 
�
� � �



A �

C�alcul de la matriu inversa de P 


�
	 � � � j � 
� 
�
� � � j � � 
�
� � � j � � �



A  f

�
	 � � � j � � 
�

� � � j � � �
� � � j � � �
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P�� �
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A �

B � P�� �A � P �
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�
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�� Per a cada a � R de�nim l�aplicaci�o lineal fa de R� en R�


fa�x� y� z� � �ax 
 y� ay 
 z� az 
 x��

a� Trobeu la matriu associada a fa en la base can�onica de R�� Doneu una base i la

dimensi�o de Ker fa i Im fa�

b� Per quins valors de a �es f bijectiva� Trobeu la matriu associada a l�aplicaci�o lineal

f��a per aquests valors�

c� Calculeu f���� �� �� i f
��
� �f���� �� ����

d� �Es R� suma directa de Ker f� i Im f��

Soluci�o�

a� Sigui Mfa la matriu associada a fa en la base can�onica de R�� Hem de trobar una

base i la dimensi�o de Ker fa i Im fa


Amb la de�nici�o de fa obtenim


���
��

fa��� �� �� � �a� ��
��
fa��� �� �� � �
�� a� ��
fa��� �� �� � ���
�� a�

�� Mfa �

�
	 a 
� �

� a 
�

� � a



A �

" dim�Im fa�


dim�Im fa� � rg�Mfa � � rg

�
	 a 
� �

� a 
�

� � a



A �

�
� si a � �

� si a �� �

�
	 a 
� �

� a 
�

� � a



A  f

�
	 � � 
a
� a 
�
� 
� a�



A  f

�
	 � � 
a
� � 
a�
� � a� 
 �



A

�
a� � � rg�Mfa � � �

a� �� � rg�Mfa � � �

a���	a��
��

�
a � � dim�Im f�� � �

a �� � dim�Im fa� � ��

" Base de Im fa


Si a �� �
 f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g ja que dim�Im fa� � � �� Im fa � R�

Si a � �
 prenem � columnes linealment independents
 per exemple
 la primera i la

segona


Base de Im fa
 f��� ��
��� �
�� �� ��g�
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" dim�Ker fa�


dim�Ker fa� � �
 dim�Im fa� �

�
�
 � � �� si a �� �

�
 � � �� si a � ��

" Base de Ker fa

Si a �� �
 no admet base ja que dim�Ker fa� � � �� Ker fa � f��� �� ��g�

Si a � �
 dim�Ker fa� � �
 i trobem una base resolent el sistema


�
	 � 
� � j �

� � 
� j �

� � � j �



A  � � 
� � j �

� � 
� j �

�
 

 
�
� � 
� j �
� � 
� j �

�
��

���
��

x � z

y � z

z � R
Ker f� � f�z� z� z� j z � Rg�� ��� �� �� ��

Base de Ker f�
 f��� �� ��g�

b� Per ser fa � E�R��
 fa bijectiva �� rg�fa� � � �� a �� ��

Matriu associada a f��a en aquest cas


Mf��a

� �Mfa �
�� �

�
	 a 
� �

� a 
�

� � a



A
��

�

�
�

a� 
 �

�
	 a� � a

a a� �
� a a�



A
t

�
�

a� 
 �

�
	 a� a �

� a� a
a � a�



A �

c� f���� �� ��


f���� �� �� �

�
	 � 
� �

� � 
�

� � �



A �

�
	 �
�
�



A �

�
	
�
�

�



A

f��� �f���� �� �� � f��� �
��
�� ��
 Resolem el sistema


�
	 � 
� � j 
�

� � 
� j 
�

� � � j �



A  

�
	 � 
� � j 
�
� � 
� j 
�
� � � j �



A  
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�
� � 
� j 
�
� � 
� j 
�

�
��

���
��

x � 
� � z

y � 
� � z

z � R

f��� �f���� �� �� � f�
� � z�
� � z� z� j z � Rg�

� f�
��
�� �� � �z� z� z� j z � Rg� �
��
�� ��� � ��� �� �� � �

d� R� � Ker f� � Im f��

Ker f� �� ��� �� �� �
 Im f� �� ��� ��
��� �
�� �� �� �

Ker f� � Im f�


�
	 � � �

� � 
�

� � �



A  f

�
	� � �
� 
� 
�
� � �



A  f

�
	 � � �
� � �
� � 
�



A ��

��
�
dim�Ker f� � Im f�� � � �� Ker f� � Im f� � R�

dim�Ker f� � Im f�� � �
��

�� R� � Ker f� � Im f��
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen d�estiu �� de juny de ����

�� Demostreu per inducci�o la f�ormula


� � � � � � � � � � � � � � � � � � �� n�n � �� �
n�n� ����n � ��

�
� �n � ��

Soluci�o�

i
 Per n � � �es cert


� � � � ��
��� � ���� � � � ��

�
�

��

�
� ��

ii
 Si �es cert per n
 �
 �es cert per n
 hem de demostrar que

� � � � � � � � � � � � � � �� �n
 ���n
 � � �� �
�n
 ���n 
 � � �����n 
 �� � ��

�
��

� � � � � � � � � � � � � � � � n�n � �� �
n�n� ����n � ��

�
�

En efecte


� � � � � � � � � � � � � � �� n�n� �� �

�
�
� � � � � � � � � � � � � � �� �n
 ���n 
 � � ��

�
� n�n� ��

H�I�
�

�n
 ���n 
 � � �����n 
 �� � ��

�
� n�n� �� �

�n
 ��n��n� �� � �n�n � ��

�
�

�
n��n� � �n� ��

�
�
n�n � ����n � ��

�
�
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	� Sigui f l�endmor�sme de R� tal que f�a� b� c� d� � �b� �c� �d� ���

a� Trobeu la matriu associada respecte a la base can�onica�

b� Calculeu bases i dimensions de Ker f i Im f �

c� Demostreu que B � f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��g �es una base i trobeu

les coordenades de ��� �� �� �� respecte a B�
d� Determineu la matriu associada a f respecte a la base B�

Soluci�o�

a� Matriu associada respecte a la base can�onica


f��� �� �� �� � ��� �� �� ��
f��� �� �� �� � ��� �� �� ��
f��� �� �� �� � ��� �� �� ��
f��� �� �� �� � ��� �� �� ��

�� A �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA

b� Bases i dimensions de Ker f i Im f 


" Ker f 


Ker f �
n
�x� y� z� t� � R� j A �

�
B	
x
y
z
t



CA �

�
B	
�
�
�
�



CAo � f�x� �� �� ��� x � Rg�� ��� �� �� �� �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA �

�
B	
x
y
z
t



CA �

�
B	
�
�
�
�



CA ��

y � �
�z � �
�t � �

��
y � �
z � �
t � �

dim�Ker f� � ��

" Im f 


Im f �� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� �� �

Aquest vectors s�on linealment independents i per tant s�on una base de Im f �

dim�Im f� � ��
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c� B � f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��g �es una base


�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA  f

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA  f

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA

Els vectors �la de la matriu anterior s�on linealment independents i per tant
 B �es una

base de R��

Coordenades de ��� �� �� �� respecte a B


��� �� �� �� � � ��� �� �� �� � � ��� �� �� �� � � ��� �� �� �� � � ��� �� �� ��

�� � � � � �
� � �� � �
� � �
� � �

��
� � �
� � 
�
� � �
� � �

Per tant
 les coordenades de ��� �� �� �� respecte a B s�on
 ���
�� �� ���

d� Matriu associada a f respecte a la base B
 per Bc indiquem la base can�onica de R�

R�
base Bc

f



�
A

R�
base Bc

Id

x��P P��

��yId
R�

base B
B



�
f

R�
base B

B � P�� �A � P

P �

�
B	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CA � P�� �

�
B	
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� � �
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B � P�� �A � P �

�
B	
� 
� � �
� � 
� �
� � � �
� � � �
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Examen parcial � de novembre de ����

�� Demostreu per inducci�o que
nX

k��

�

k�

 �
 �

n

 per a tot n � ��

Soluci�o�

i� Per n � � �es evident


�

��

 �
 �

�

ii� Suposem que �es cert per a n i demostrem	ho per a n� �
 �es a dir


nX
k��

�

k�

 �
 �

n
��

n��X
k��

�

k�

 �
 �

n� �

Aleshores
 aplicant la hip�otesi d�inducci�o


n��X
k��

�

k�
�

nX
k��

�

k�
�

�

�n� ���
H�I�
 �
 �

n
�

�

�n � ���

Per tant
 n�hi ha prou amb provar que

�
 �

n
�

�

�n� ���

 �
 �

n� �

En efecte


�
 �

n
�

�

�n� ���

 �
 �

n� �
�� �

�n � ���
�

�

�n� ��

 �

n
��

multipliqueu per n�n������ n� n�n � �� 
 �n� ��� �� � 
 ��
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	� Siguin A�B dos conjunts no buits i sigui f 
 A 
� B una aplicaci�o� Indiquem per �f

la relaci�o sobre A de�nida per

xRy �� f�x� � f�y�

a� Proveu que R �es una relaci�o d�equival�encia�

b� Calculeu el nombre de classes d�equival�encia per la relaci�o R si f �es l�aplicaci�o de Z

en f
�� �� �g donada de la manera seg�uent


f�x� �

�
� si x � ��
x
jxj si x �� ��

Soluci�o�

a� R �es d�equival�encia per les propietats de re exivitat
 simetria i transitivitat de la

relaci�o d�igualtat�

b� Veiem que Z�R� f�� ��
�g�

En efecte
 si x �Z
 aleshores xR� �� f�x� � � �� x � ��

Per tant
 � � f�g� Aix�� mateix


xR� �� f�x� �
x

jxj � � �� x � jxj �� x � �

de manera que � � fx �Zjx � �g�

Finalment


xR�
�� �� f�x� �
x

jxj � 
� �� x � 
jxj �� x � �

�es a dir
 
� � fx �Zjx � �g�

Per tant
 R determina � classes d�equival�encia�
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�� Discutiu segons els valors del par�ametre a � R el sistema seg�uent


�x � �y � az � �
�x � �y � az � �
ax � �y � �z � �

Soluci�o�

�
	 � � a j �
� � a j �
a � � j �



A f�

f�
f�

 f

�
	� � a j �
� 
�� 
�a j 
�
� ��
 �a �
 a� j �
 �a



A f�

�f� 
 �f�
�f� 
 af�

 f

 f

�
	 � � a j �
� � a j �
� ���
 a� �� � a��� 
 a� j ���
 a�



A f�

�

�
��f� 
 �f��
�f� 
 af�

" Si �
 a � �
 �es a dir
 si a � � tenim el sistema seg�uent


�
	 � � � j �
� � � j �
� � � j �



A g�

g�
g�

 f

�
� 
� � j �
� � � j �

�
�
� �g� 
 g��

g�
��

��
�
x
 y � �

�y � �z � �
��

�
x � y

y � ���z
�

�� x � y �
�
 �z

�
� S� C� I�

" Si a �� �
 dividim l��ultima �la per �
 a


�
	 � � a j �
� � a j �
� ���
 a� �� � a��� 
 a� j ���
 a�



A  f

�
	� � a j �
� � a j �
� � � � a j �



A h�

h�
h�

 f

 f

�
	 � 
� � j �
� � a j �
� 
� � j �



A h� 
 h�

h�
h� 
 h�

 f

�
	 � 
� � j �
� � a j �
� 
� � j �



A �

� �h� 
 h��
h�

�
� �h� 
 h��

��

��

���
��

x � y

�y � az � �

y � z

��
�
x � y � z

�� � a�z � �
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a� Si a �� 
�
 el sistema �es compatible i determinat i les solucions s�on


x � y � z �
�

� � a
�

b� Si a � 
�
 el sistema �es incompatible

�
	 � 
� � j �
� � 
� j �
� 
� � j �
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� � j �
� � 
� j �

�
� 
� � j �



A  f

�
	� 
� � j �
� � � j �

�
� 
� � j �



A

La segona �la �es una equaci�o impossible�

Resum�

" Si a �� 
�� � �� S� C� D� amb la soluci�o
 x � y � z � �
��a �

" Si a � 
� �� S� I�

" Si a � � �� S� C� I� amb la soluci�o
 x � y � ���z
� �

�� Descomposeu la matriu �
	 � � 
�
� � 
�
� 
� �



A

en suma de una matriu sim�etrica i una matriu antisim�etrica� Justi�queu la resposta�

Soluci�o�

Si A �es una matriu quadrada sempre es pot descomposar en suma de una matriu

sim�etrica i una matriu antisim�etrica
 concretament


A �
A �At

�
�
A 
At

�

La matriu A�At

� �es sim�etrica


�
A�At

�
�t �

�

�
�A �At�t �

�

�
�At �A� �

A �At

�

La matriu A�At

�
�es antisim�etrica


�
A 
At

�
�t �

�

�
�A 
At�t �

�

�
�At 
A� � 
A
At

�
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�Obviament


A �
A �At

�
�
A 
At

�
�

Per a la matriu A donada


A�At �

�
	 � � 
�
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�
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� �



A�
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� � 
�
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�
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�
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�

�
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�
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At �
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�
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�
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�

�
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At� �
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Examen 
nal �� de gener de ����

�� En el conjunt M�n�R� de�nim la relaci�o seg�uent


�A�B �M�n�R� ARB �� 	 P �M�n�R�� P invertible tal que B � P �A � P���

a� Proveu que R �es una relaci�o d�equival�encia�

b� Si ARB
 proveu que A �es invertible si
 i nom�es si
 B �es invertible�

c� Si ARB
 quina relaci�o hi ha entre els determinants de les matrius�
Soluci�o�

a�

" Re exiva
 �A �M�n�R�
 A es pot escriure com A � In �A � I��n � Per tant ARA�
" Sim�etrica
 �A�B �M�n�R�


ARB �� 	 P invertible tal que B � P �A � P�� ���

��� 	 P�� invertible tal que A � P�� �B � �P����� �� BRA

�	�

���
��

B � P �A � P�� � P�� �B � P�� � P �A � P�� � P�� �B � P � A � P�� � P�
P � �P������

P invertible � 	P�� tal que P � P�� � P�� � P � In� P�� invertible�

" Transitiva
 �A�B�C �M�n�R�


�
ARB
BRC ��

� 	 P invertible tal que B � P �A � P��
	 Q invertible tal que C � Q �B �Q�� ��

�� 	 P�Q invertibles tal que C � Q � �P �A � P��� �Q�� � �Q � P � �A � �P�� �Q����

Per tant
 C � �Q � P � �A � �Q � P ���� �es a dir
 ARC�
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b�

ARB �� 	 P invertible tal que B � P �A � P�� i A � P�� �B � P

Si A invertible
 	A�� i llavors B�� � �P � A � P����� � P � A�� � P�� �� B �es

invertible�

Si B invertible
 	B�� i llavors A�� � �P�� � B � P ��� � P�� � B�� � P �� A �es

invertible�

c�

ARB �� 	 P invertible tal que B � P �A � P�� ��

�� det�B� � det�P �A � P��� � det�P �det�A�det�P��� � det�P �det�A�
�

det�P �
� det�A��

Per tant
 les matrius A i B tenen el mateix determinant�

	� Sigui Dn � fA � M�n�R� j A �es diagonal i invertibleg� De�nim l�operaci�o bin�aria

seg�uent

Dn �Dn 
� Dn

�A�B� 
� A �B
on A �B �es el producte de matrius�

a� Proveu que l�operaci�o �es interna
 �es a dir
 est�a ben de�nida�

b� Proveu que �Dn� �� �es un grup abeli�a�

c� En el conjunt D� calculeu les matrius inverses de les matrius seg�uents


�
	 � � �
� 
� �
� � �



A �

�
	 �

� � �
� 
� �
� � �

�



A �

Soluci�o�

a� Si A�B � Dn aleshores

A �

�
B	

a� � � � � �
� a� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � an



CA � B �

�
B	

b� � � � � �
� b� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � bn



CA ��
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�� A �B �

�
B	
a�b� � � � � �
� a�b� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � anbn



CA � Dn

La matriu A �B �es diagonal i tamb�e �es invertible
 ja que

ai �� � i bi �� ���i � �� � � � � n �� aibi �� ���i � �� � � � � n�

b�

" Associativa
 el producte de matrius sempre �es associatiu�

" Element neutre
 La matriu In � Dn i compleix que


�A � Dn� A � In � In �A � A�

" Element invers
 �A � Dn
 si

A �

�
B	

a� � � � � �
� a� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � an



CA �

aleshores a�� a�� � � � � an �� �� Per tant


	 �

a�
�
�

a�
� � � � �

�

an
�� A�� �

�
BB	

�
a�

� � � � �

� �
a�

� � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � �

an



CCA � Dn�

ja que

�
B	

a� � � � � �
� a� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � an



CA �

�
BB	

�
a�

� � � � �

� �
a�

� � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � �

an



CCA �

�
B	

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � �



CA � In�

" Commutativa
 �A�B � Dn

A �B �

�
B	
a�b� � � � � �
� a�b� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � anbn



CA �

�
B	
b�a� � � � � �
� b�a� � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � bnan



CA � B �A�
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c� Amb la f�ormula de l�element invers
 calculem les matrius inverses� Les inverses de les

matrius s�on


C �

�
	 � � �
� 
� �
� � �



A � C�� �

�
	 �

�
� �

� 
� �
� � �

�



A �

D �

�
	 �

�
� �

� 
� �
� � �

�



A � D�� �

�
	 � � �
� 
�

�
�

� � �



A �

�� Sigui F el subespai de M���R� generat per les matrius


v� �

�
� �
� �

�
� v� �

�
� �
� �

�
�

i sigui G �
n�

a b
c d

�
�M���R� j a� b
 c � �

o
�

a� Demostrar que G �es un subespai de M���R��

b� Calcular la dimensi�o i una base dels subespais F 
 G
 F �G i F � G�

Soluci�o�

a� Siguin �� 
 � R� A �

�
a b
c d

�
� A� �

�
a� b�

c� d�

�
� G� Aleshores


�A� 
A� � �

�
a b
c d

�
� 


�
a� b�

c� d�

�
�

�
�a� 
a� �b� 
b�

�c� 
c� �d� 
d�

�
� G�

ja que

����
���

�
a b

c d

�
� G

�
a� b�

c� d�

�
� G

��
�
a� b 
 c � �

a� � b� 
 c� � �
��

�
�a � �b
 �c � �


a� � 
b� 
 
c� � �
��

�� ��a � 
a�� � ��b� 
b��
 ��c� 
c�� � ��

b�

" F 

Sigui Bc �

n�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�o
la base can�onica de M���R��
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Les matrius v�
 v� s�on linealment independents
 les seves coordenades en la base Bc de
M���R� s�on v� � ��� �� �� ��
 v� � ��� �� �� ��� Aquest vectors s�on linealment independents


ja que formen una matriu de rang �


rang

�
� � � �
� � � �

�
� rang

�
� � � �
� � � �

�
� ��

Per tant
 dim�F � � � i una base de F �es fv�� v�g�

" G
 a � b 
 c � �
 �es a dir
 c � a � b


G �
n�

a b
a � b d

�
j a� b� d � R

o
�

a b
a� b d

�
�

�
a �
a �

�
�

�
� b
b �

�
�

�
� �
� d

�
� a

�
� �
� �

�
� b

�
� �
� �

�
�d

�
� �
� �

�
��

�� G �
D�

� �
� �

�
�

�
� �
� �

�
�

�
� �
� �

�E

Les matrius w� �

�
� �
� �

�

 w� �

�
� �
� �

�
i w� �

�
� �
� �

�
s�on de G i generan G�

Les seves coordenades en la base can�onica deM���R� s�on w� � ��� �� �� ��
 w� � ��� �� �� ��


w� � ��� �� �� ��� Aquest vectors s�on linealment independents
 ja que formen una matriu

de rang �


rang

�
	 � � � �
� � � �
� � � �



A � ��

Per tant
 dim�G� � � i una base de G �es fw�� w�� w�g�

" F �G
 El subespai F �G est�a generat per les bases de F i de G


F �G �� v�� v�� w�� w�� w� � �

Per a calcular una base de F �G
 trobem els vectors linealment independents


�
BBB	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CCCA

v�
v�
w�

w�

w�

�

�
BBB	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CCCA

v�
v�
w�

w�

w�

�
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�

�
BBB	
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �



CCCA

v�
v�

w� 
 v�
w�

w�

�

�
BBB	
� � � �
� � � �
� � � 
�
� � � �
� � � �



CCCA

v�
v�

w� 
 v�
w�

w� 
 v�

El rang d�aquesta matriu �es � i
 per tant
 dim�F �G� � � � dim�R��� Donat que F

i G s�on subespais de R�
 aleshores F �G � R�� Una base de F �G �es


f��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� ��
��� ��� �� �� ��g�

o tamb�e pot ser la base can�onica de R��

" F �G
 Per la f�ormula de Grassmann
 tenim


dim�F �G� � dim�F � � dim�G� 
 dim�F �G� ��

�� dim�F �G� � dim�F � � dim�G� 
 dim�F �G� � � � �
 � � ��

En el c�alcul anterior
 w� 
 v� � ��� �� �� ��
 �es a dir
 w� � v�� Donat que w� �es de G i

v� �es de F 


F �G �� v� ��� w� ��� ��� �� �� �� � �

�� Sigui f 
 R��x� � R��x� l�aplicaci�o donada per p�x� � p��x�
 per a tot p�x� � R��x�

�Rn�x� indica l�espai vectorial dels polinomis de grau � n amb coe�cients a R��

a� Provar que f �es lineal�

b� Trobar una base i la dimensi�o de Ker f i Im f �

c� Calcular la matriu associada a f en les bases f�� x� x�g i f�� � � xg de R��x� i R��x�

respectivament�

d� Calcular les coordenades de f�� � �x� x�� en la base f�� � � xg�

Soluci�o�

a� �p�x� � R��x�
 f�p�x�� � p��x�
 on p��x� �es la derivada del polinomi p�x��

Si p�x� � a � bx � cx�
 llavors f�p�x�� � �a � bx � cx��� � b� �cx�

Demostrem que f �es lineal
 �p�x�� q�x� � R��x�
 �� � R
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�
f�p�x� � q�x�� � �p�x� � q�x��� � p��x� � q��x� � f�p�x�� � f�q�x��

f��p�x�� � ��p�x��� � �p��x� � �f�p�x��

Per tant
 f �es una aplicaci�o lineal�

b�

" Ker f 


Ker f � fp�x� � R��x� j f�p�x�� � � � �xg�

a � bx � cx� � Ker f �� f�a � bx � cx�� � � � �x �� b� �cx � � � �x ��
�
b � �

c � �

Ker f � fa� �x� �x� j a � Rg�� � � �x � �x� ��� � � �

En particular
 dim�Ker f� � ��

" Im f 


Teorema de la dimensi�o
 dim�R��x�� � dim�Ker f� � dim�Im f�� Per tant


dim�Im f� � �
 � � ��

Sigui B � f�� x� x�g la base can�onica de R��x� i B� � f�� xg la base can�onica de R��x��

Im f est�a generat per les imatges dels vectors de la base


Im f �� f���� f�x�� f �x�� ��� �� �� �x ��� �� �x � �

Les coordenades dels vectors v� � ���x
 v� � �� �x respecte de la base B� de R��x�

s�on
 v� � ��� ��
 v� � ��� ���

Els vectors v�
 v� s�on linealment independents
 ja que la matriu seg�uent t�e rang �


rang

�
� �
� �

�
� ��

Per tant
 fv�� v�g � f�� �xg �es una base de Im f �

c� Calculem la matriu associada a f respecte de les bases
 B � f�� x� x�g base de R��x�

i B�� � f�� � � xg base de R��x��
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���
��

f��� � � � � � � � � � �� � x� �� f��� � ��� ���

f�x� � � � � � � � � � �� � x� �� f��� � ��� ���

f�x�� � �x � �
�� � � � � � �� � x� �� f��� � �
�� ���
��

��Mf�B�B�� �

�
� � 
�
� � �

�
�

d� Calculem f�� � �x � x�� en la base B��


f�� � �x� x�� �Mf�B�B�� �
�
	 �
�
�



A �

�
� � 
�
� � �

�
�
�
	 �
�
�



A �

�
�
�

�
�

Per tant
 f�� � �x� x�� � � � � � � � �� � x� � � � �x�
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�ALGEBRA � curs� ��������� Diplomatura d�Estad	
stica� FME�UPC

Examen d�estiu � de juliol de ����

�� Demostreu que la f�ormula seg�uent es satisf�a per a tot n � �


�� � �� � �� � � � �� �n
 ��� � n� �
n��n� ���

�
�

Soluci�o�

Per inducci�o sobre n


i� Per n � �


�� � ��
���� � ���

�
� �� cert

ii� Suposem cert per a n i demostrem per a n� �
 �es a dir
 suposem que la f�ormula

�� � �� � �� � � � �� �n 
 ��� � n� �
n��n� ���

�
�es certa

i demostem la f�ormula seg�uent


�� � �� � �� � � � �� �n
 ��� � n� � �n� ��� �
�n� ����n� ���

�
�

En efecte


�� � �� � �� � � � �� �n 
 ��� � n� � �n� ���
H�I�
�

n��n� ���

�
� �n� ��� �

�
n��n� ��� � ��n � ���

�
�

�n� ����n� � ��n � ���

�
�

�
�n� ����n� � �n� ���

�
�

�n� ����n � ���

�
�
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�

	� De�nim h� 
 R�� R� per h��x� y� z� � ��x� y � �z� x 
 ��z� per a cada � � R�
a� Determineu la matriu de h� respecte a la base can�onica de R��

b� Calculeu bases i dimensions de Ker h� i Im h� segons els valors de ��

c� Per a quins valors de � �es h� bijectiva� Per aquests valors calculeu la matriu de h���

en la base can�onica de R��

d� Calculeu la matriu de h� en la base B � fe�� e�� e�g
 essent e� � ���
�� ��
 e� �

��� �� ��
 e� � ��� �� ���

e� Determineu la antiimatge per h� del subespai generat pel vector e � �e� 
 e� � e��

Soluci�o�

a� Matriu de h� en la base can�onica


���
��

h���� �� �� � ��� �� ��

h���� �� �� � ��� �� ��

h���� �� �� � ��� ��
���
�� Mh� �

�
	� � �
� � �
� � 
��



A

b�

dim�Im h�� � rang�Mh� � �

�
�� si � � �

�� si � �� �
ja que det�Mh� � � 
����

Base de Im h�


Si � �� �
 base can�onica ja que Im h� � R�


Si � � �
 � h���� �� ��� h���� �� �� ��� ��� �� ��� ��� �� �� �

dim�Ker h�� � �
 dim�Im h�� �

�
�� si � � �

�� si � �� �

Si � � �
 una base de Ker h� �es f��� �� ��g ja que


Mh� �

�
	 � � �
� � �
� � �



A

�
	� � �
� � �
� � �



A �

�
	x
y
z



A
�
	 �
�
�



A ��

�
y � �

x � �



�
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c�

h� injectiva �� h� exhaustiva �� rang�Mh� � � ��� � �� �

Matriu de h��� en la base can�onica


Mh���
�

�
	� � �
� � �
� � 
��



A
��

�
�


���

�
	
�� � �

� 
��� �
� 
�� �



A
t

�

�

�
BBB	

�
� � �

��
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�

��
���

� ��
��



CCCA

d� Escrivim Bc � fu�� u�� u�g per a indicar la base can�onica de de R�
 i B � fe�� e�� e�g
la nova base� Volem calcular Mh� �B�

La matriu de canvi de base de la base B a la base can�onica Bc �es


P �

�
	 � � �

� � �
� � �



A

Per tant


Mh� �B� � P�� �Mh� �Bc� � P �

�

�
	 � � �

� � �
� � �
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e� Resolem el sistema

Mh��B� �
�
	x
y
z



A �

�
	 �

�
�



A �

x 
 �� y � �� 
 �� z � �

 �� y � �

�
z � 
�

� z � �
��

�� z �
�

�
� y �

��� �

���
� x �

��� �

��

Per tant


h��� �� �e� 
 e� � e� �� ��
��� �

��
e� �

��� �

���
e� �

�

�
e� � �
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