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Proleg

Aquest text és el fruit de 'experiencia docent dels autors que des de fa uns anys
impartim les assignatures d’Algebra 11 Algebra 2 a la Diplomatura d’Estadistica de la
Facultat de Matematiques 1 Estadistica de la Universitat Politecnica de Catalunya.

Malgrat la proliferacié de llibres de text sobre la materia els autors trobem necessari
disposar d’'un text que s’ajusti als continguts 1 necessitats especifiques de la Diplomatura
d’Estadistica. Altre condicionant és la diversitat de la procedencia dels alumnes que ac-
cedeixen a aquests estudis. Aixo, ens obliga a que els continguts i la forma d’exposar-los
es recolzi molt amb exemples concrets 1 que la llista de problemes tingui un contingut més
practic que teoric.

Cada capitol del text conté un breu resum de la teoria que s’explica a classe 1 a con-
tinuacio una llista de problemes, alguns del quals es realitzaran a les classes de problemes.
El penultim capitol és una llista de problemes globals per a que 'alumne avalul els seus
coneixements 1 prepari els examens. A 1'altim capitol s’inclouen els examens resolts dels
ultims anys de ’assignatura amb el doble motiu de tenir una collecié de problemes resolts 1
saber quin és el grau de dificultat que ’alumne es pot trobar als examens de 1’assignatura.

Es intencié dels autors actualitzar anualment el text, incloent-hi nous examens resolts,
modificant la llista de problemes de forma que sigui més adequada a 1’alumne, corregint
els errors detectats 1 posant el temari al dia. D’aquesta manera intentem assolir ’objetiu

que alumne tingui el manual de "assignatura que es fa servir a classe.

M. Mora i C. Seara.
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1. Introduccié a la logica
Calcul proposicional

Definicié. Una proposicid és un enunciat que té un sentit logic i és cert o fals, pero
no les dues coses alhora.
Representarem les proposicions amb lletres p, ¢, r, ... Si una proposicié és certa,

direm que pren el valor 1. Si és falsa, pren el valor 0.

Connectius logics. A partir de proposicions p, ¢, ... podem construir noves proposi-

cions utilizant els connectius logics: obtindrem les proposicions no p (—=p); p ¢ ¢ (p A ¢);

p dq(pVq);sipllavors q (p— p); p 1, 1 només si, q (p < q).

Taules de veritat

P -p P q PAgq pVyq P—q P q

1 0 1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Definicié. Una tautologia és una proposicié que sempre és certa. Una contradiccid és

una proposicidé que sempre és falsa.

Si una proposicio del tipus p < ¢ és una tautologia, direm que les proposicions p i
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g son logicament equivalents. Ho escriurem p < ¢, 1 en aquest cas podem substituir una

proposicié per Daltre.

Llista d’equivaléncies logiques

1. Idempotenciade Aide V: p& pAp, p&pVp.

2. Commutativitat de Aide Vi pA¢g& qgAp, pVg&s qgVp.

3. Associativitat de Aide V: (pAg)Ar < pA(gAr), (pVgVrepV(igVr).
4. Lleis de De Morgan: =(p A ¢) & —pV g, —(pVq) < —pA-g.

5. Distributivitat de Aide V: pA(¢Vr) < (pAq)V(pAr), pV(gAr) < (pVg)A(pVT).
6. (pAl)y<p, (pVl1) &L

7. (pAN0)<=0, (pVO0)<p.

8. (pA-p)<=0, (pV-p) <L

9. Doble negacié: p < —(=p).

10. Condicional: (p — ¢) < (=pV ¢q).

11. Equivalencia: (p < ¢) < (p — q) A (¢ — p).

12. [(pAqg) = rl e p— (¢ — 1)

13. Absurd: [(p — ¢) A (p — ~¢)] & —p.

14. Contrareciproc: (p — ¢q) < (=g — —p).

Si una proposicio del tipus p — ¢ és una tautologia, direm que la proposicio p implica
logicament la proposicio g. Ho escriurem p = ¢ 1 llavors podem substituir la proposicié p

per la proposicio q.
Llista d’implicacions logiques

Addicié: p=pVyq.

Simplificacié: p A ¢ = p.

Modus ponens: [(p A (p — q)] = ¢.

Modus tollens: [(p — ¢) A —¢] = —p.

Sillogisme disjuntiu: [-p A (pV ¢)] = ¢.

Sillogisme hipotetic: [(p — ¢) A (g — )] = (p — 7).
(p—=a)=1Mg—r)—=(p—r)]
[(p—=a)A(r—=s)]=I[pAr)—(¢gAs)].
[(pe A lger)]=(per).

© o N e gt W
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Calcul de predicats

Definicié. Un predicat o funcié logica de n variables expressa una relacié entre

variables. El representarem p(x1,22,...,y), o0 &1, Tg,..., 2, son les variables.
Al substituir les variables per objectes d’un univers de discurs obtenim una proposicio.

Quantificadors. Si p(x) és un predicat, Va p(x) és una proposicié certa si, i només
si, el predicat p(x) és cert al substituir la variable « per qualsevol objecte de l'univers de
discurs. Jx p(x) és una proposicié certa si, i només si, el predicat p(x) és cert per algun
objecte de I'univers de discurs.

Analogament podem quantificar un predicat de n variables obtenint un predicat de

n — 1 variables.

Propietats dels quantificadors

1. VaVy p(a,y) < VyVa p(z,y)

2. Jady p(a,y) < JyJe p(a,y)

3. dyVa p(a,y) = Yady pa,y)

4. =(Va p(x)) < () (—p()).

5. =(3x p(x)) & (V) (=p()).

6. (Fz p(x)) V (Iz ¢(x)) & Fz (p(x) V q(x)).

7. (Vo p(x)) V (Vo q(2)) = Vo (p(x) V ¢(z)).

8. (Vo) (p(x) A q(x)) & (Vo p(x)) A (Vo g(x)).
9. (3x) (p(x) A g(x)) = (Fz p(x)) A (Fz g(x)).
10. (Vo) (p(x) — ¢(x)) = (Fz p(z) — Fz ¢(x)).
11. (3z) (p(x) — ¢(x)) & (Vo p(z) — Fz ¢(x)).

Inferencia logica
Definicié. Un teorema és una proposicio certa que es vol demostrar. Una demostracid
és un raonament logic per tal de comprovar que el teorema és cert.

Una demostracié és una sequencia de proposicions py, ps,...,pn, tal que la tltima

proposicid p, és el que es vol demostrar, i cada p; és una hipotesi o axioma, o bé es pot
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obtenir a partir de les proposicions anteriors p;, j < ¢, utilizant una regla dinferencia.
Les regles d’inferencia les obtenim a partir de les tautologies. Per exemple, per ser
la proposicié p — (p V ¢) una tautologia, si a la seqliencia py,...,p; hi ha la proposicié
p, podem afegir la proposicié p V ¢ en qualsevol moment de la demostracio. Per ser
[p A (p — ¢q)] — ¢ una tautologia, si en algun moment de la demostracié apareixen les
proposicions p 1 p — ¢, podem afegir la proposicié ¢q. Per a cada una de les implicacions

logiques, obtindrem una regla d’inferencia.

Metodes de demostracid

1. Per demostrar proposicions del tipus:

a) p < ¢. Es pot fer buscant proposicions p1,pa,...pp, talsque p=p; & ps & -+ &
Prn = ¢, 0 bé demostrant per separat p = ¢1i ¢ = p.

b) p A q. S’han de demostrar les dues proposicions p i ¢.

¢) pV q. Es pot fer demostrant que si es satisfa —p llavors ¢ ha de ser certa, és a dir,
demostrar =p = ¢. O bé ~q = p.

d) p = (¢ V r). Demostrar una de les implicacions p A =g = r 6 p A =r = q.

e) p = ¢q. Es pot demostrar tenint en compte que p = ¢ és equivalent a =pV ¢ o bé a
¢ = 7p.

2. Reduccié a ’absurd.

Demostrar una proposicié p és equivalent a demostrar —p = (¢ A ~¢): si suposant que
la proposicié —p és certa arribem a demostrar una proposicio i la seva negacid, la proposicio

p haura de ser certa, ja que ¢ A =¢ és sempre falsa.
3. Expressions amb quantificadors.

Les proposicions del tipus Va, p(x) es poden demostrar veient que p(a) és cert per un
x arbitrari. Les del tipus Jx, p(«), trobant un element que satisfaci p(x). De vegades és

1til el métode de reduccid a 'absurd.
4. Induccié matematica.

La induccié matematica serveix per demostrar propietats relatives a nombres enters

a partir d'un cert valor ng. Donarem dues versions del principi dinduccid completa:

a) Si p(n) representa una propietat que depen d'un enter n, tal que
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i) p(ng) és certa per un enter no,
i) ¥n > ng, si p(n) és certa, llavors també ho és p(n + 1),

llavors la propietat p(n) és certa per qualsevol n > ny.

La condici6 ii) d’aquest principi és equivalent a:

Yn > ng, si p(n — 1) és certa, llavors també ho és p(n)

b) Si p(n) representa una propietat que depen d'un enter n, tal que
i) p(ng) és certa per un enter no,
i) ¥n > ng, si p(k) és certa per qualsevol valor de k, tal que ny < k < n, llavors
p(n) és certa,

aleshores la propietat p(n) és certa per qualsevol n > ny.
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Exercicis

1. Doneu les taules de veritat de les proposicions seglients:
(¢ A =p) = p;

(pAQVr) o p;

pV((mgAr) = p);

(p—=(gVr)) AopAg.

a
b

C

)
)
)
d)
2. Comproveu les tautologies segtients utilitzant taules de veritat:
a) ((p—= A=) = —p;

b) [(p—= ) A (p— g < —p;

c) llpAgVipA=g)] e p.

3. Negueu les proposicions seglients:

a) (Va)(p(z) V q(x));

b) (Fz)(p(z) V q(2));

) (Vo) Fy)p(x,y) = a(x,y));

d) (Vo) (Vy)(p(a, y) A gl y) — q(z,y)).

4. Sigui S(x,y, z) el predicat « +y = z, P(x,y, z) el predicat -y = z 1 L(x,y) el predicat
r < y. Considerem N com a univers de discurs. Fent servir els predicats anteriors,
expresseu les afirmacions segiients:

a) per a cada x 1y, existeix un z tal que x + y = z;

o

no és cert que x és més petit que 0;

c) peratotz, x4+ 0=uz;

[l

)
)
eratot x,z-y= er a tot y;
b ) Yy yp Y;
existeix un z tal que z -y = er a tot y.
q Yy=yp Yy

e

5. Considerem com a univers de discurs el conjunt dels nombres enters 1 denotem per:
N(x), x és un enter no negatiu,

B(x), x és parell,
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S(x), x és senar i
P(x), ¥ és primer.
Escriviu en notacié logica les afirmacions segiients:

existeix un enter parell;

=

o

e N e e e e e

tot enter és parell o senar;

tots els enters primers séon no negatius;

]

[l

I'nic enter primer i parell es 2;

@

existeix un, 1 només un, enter parell 1 primer;

)

no tots els enters sén senars;

no tots els enters primers soén senars;

= ooR

si un enter no és senar llavors és parell.

6. Prenent com a univers de discurs el conjunt Z i representant
x-y =z per Pla,y,z)
x =y per I(z,y)
x>y per M(z,y)
escriviu en notacié logica:
a) siy =1, llavors x - y = x per a tot x;
six-y#0,llavors x # 01y # 0;

six-y=0,llavors x =006 y = 0;

o o

[l

3.2 =06 si,1 només si, r = 2;

no hi ha solucié de z? = y, excepte per a y > 0;

)

x < z és condicid necessaria per a que * < y 1y < z;

r < yiy < aés condicio suficient per a que = y;

o= @]
e e e e e N N

=

no pot passar r =y i1 x < y.

7. Utilitzant que els nombres parells son de la forma 2k, on k& € 7Z, 1 els nombres senars

2k + 1, on k € Z, demostreu:
Vo € Z, 2% és parell <= x és parell.
8. Definim els nombres perfectes com aquells que coincideixen amb la suma de tots els seus

divisors positius llevat d’ell mateix. Per exemple, 28 és perfecte: 28 =14+24+4+ 7+ 141
12 no ho és: 12# 1+ 243 +4 + 6. Demostreu que un nombre perfecte no és primer.
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9. Demostreu que hi ha infinits nombres primers. (Indicacié: suposeu que n’hi ha un

nombre finit i considereu el producte de tots més 1).

10. Demostreu:
a) V2 és irracional;

b) /3 és irracional.

11. Demostreu la féormula per sumar una progressio geometrica de radé r € R, r # 1,

1_ n+1
1—|—r—|—r2—|—---—|—rn:¥
1—r

12. Demostreu que les férmules segtients es satisfan per a tot n > 1:

1
1—|—2—|—---—|—(n—1)—|—n:%,
12+22+“‘+(n_1)2+n2:n(n—l—l)(2n—|—1)
6 Y
13+23+...+(n_1)3_|_n3:w‘

13. Demostreu la igualtat 1 +1-114+2-214--. +(n —1)(n — 1)! = n!, per a tot n > 1.

1 1
14. Demostreu la igualtat ﬁ—l—ﬁ—l—---—l— A1) = nj—l’ per a tot n > 1.

15. Demostreu que per a tot n > 2 es compleix el segtient:
ﬁ A
k) n’
k=2

16. Demostreu la igualtat segiient:

zn:(—l)'“_lk2 = (—U"‘lw Vn > 1.

k=1

(2n 4+ 1)2
8

n
17. Demostreu que la férmula Z k= val per a n+ 1 si val per a n. Per a quins

k=1
valors de n és valida?
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18. Si a i n sén enters positius, demostreu que (14 a)” > 1 + na.
19. Demostreu que ¢ > n 4+ 1 per a tot n natural.

20. Demostreu les desigualtats segiients:

3
12—|—22—|—---—|—(n—1)2<%<12—|—22—|—---—|—n2, Vn > 2.

21. Si xy,x9,...,%, sOn nombres reals positius, demostreu que
n n 1
x — | >n* Vn>1
(o )(X )z oz
k=1 k=1

(Indicacié: si a, b sén reals positius, § + 3 > 2).

22. Donats dos nombres reals a 1 b positius demostreu que
na"'h < (n —1)a" +b", peratot n>1.

Indicacié: distingiu els casos a < b1 b < a.

23. Considereu la proposicié p(n): n? + 5n + 1 és parell.
a) Demostreu que p(n) implica p(n + 1) per a tot natural n.

b) Trobeu els valors de n per als quals és certa p(n).

24. Definim la succesio u,, de la manera segient: ug = 1, 3 = 31 up, = 3up—1 — 2Up—_2,

per a tot n > 2. Demostreu que u, = 2"+t — 1 per a tot n > 0.

25. Es defineix la successié x, mitjancant
Ty = 0,
Tp = atp_1 +na”, Yn>1,

on a # 1 és un nombre real fix. Trobeu una expressié pel terme general z, i demostreu

que 'expressio trobada compleix efectivament les condicions.
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2 — oz — f tingui dues arrels

26. Siguin « 1 [ dos nombres reals tals que el polinomi =
diferents que designarem per r 1 s. Sigui ara u, la successio definida per ug =0, u; =11
Up = QUp—1 + Puny—g per a tot n > 2. Demostreu que

rt_ gn

Up — —————— ¥n > 0.
r—s

27. Definim by = by = 1, b, = 2b,—1 + b2 per n > 2. Demostreu que b, és senar per a
tot n > 0.

28. Definim ap = a1 = a3 =1, ap = ap—2 + an—3 per n > 3. Demostreu que a, < (%)”7

per a tot n € N.
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2. Conjunts, relacions i aplicacions
Conjunts

Un conjunt és una colleccié d’objectes, que anomenarem elements. Utilizarem la
notacié a € A si 'element a és del conjunt A.

Podem definir un conjunt donant cada un dels seus elements, A = {ay,az,...,a,}, 0
bé donant una propietat p(x) que satisfan els elements del conjunt, A = {a | p(a)}.

Dos conjunts son iguals si tenen exactament els mateixos elements. El conjunt que
no té cap element, 'anomenen buit i el denotarem per @. El cardinal d'un conjunt A és el

nombre d’elements del conjunt, denotat per |A| o per #A.
Inclusié

Definicié. Donats dos conjunts A, B, direm que A esta contingut en B, o bé A és un

subconjunt de B, A C B, si tots els elements de A ho son també de B, és a dir,

ACB<« (Ve,0 € A=z € B).

Propietats. VA, B, C conjunts,
1. AC A;
2.ACBi1BCA<+= A=08;
3. ACBiBCc(C = ACC,
4. o C A.

Definicié. Si A és un conjunt, s’anomena conjunt de les parts de A el conjunt format

per tots els subconjunts de A: P(A)={B | B C A}.
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Proposicié. |P(4)| = 24l

Interseccié 1 unio

Definicié. Donats dos conjunts A, B, definim la interseccid de A1 B com el conjunt
format pels elements que sén alhorade Aide B, ANB={x |z € Aix € B}, ila unid
com el conjunt format pels elements que sén de A ode B, AUB ={a |2 € A 6z € B}.
Dos conjunts A 1 B son disjunts st AN B = .

Propietats. VA, B, C conjunts,

ANA=A AUA= A (idempotencia);

ANB=BnNA, AUB = BU A (commutativitat);

AN(BNC)=(AnNnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC (associativitat);
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivitat);
AcCiBCcC<«<= AUBCCC;

ACB<+= AUB=B <= ANB=A4;

SUA=A ANo=0;

AN(AUB)=A, AU(ANB) = A.

S B o

Diferencia de conjunts. Conjunt complementari

Definicié. La diferéncia dels conjunts A i B és el conjunt

A~B={z|ze€Aix¢ B}

Definicié. Si A C B, el complementari de A en B és el conjunt A = B ~ A.

Propietats. Escriurem X¢ el complementaride X C U. VA, B,C C U,
1. ANA° =0, AU A° =T,

2. 9¢=U,U°=g;

3. (A%)° = A;

4. AC B < B° C A"

5. (AUB)*=A°NB°, (AN B)* = A° U B*;
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6. ANB=ANDB° (A~ B)° = A°UB,
T.AN(BNC)=(ANB)UANC), AN (BUC)=(A~B)N(ANC);
8. A~ B =B~ A%

9. ANBCA AN =A A~ A=07;

10 AN(BNA)=9, AU(B~A)=AUB.

Particié d’un conjunt

Definicié. Una familia de conjunts {A; | 7 € I} és una particié d'un conjunt A si:
1. Veel, A, # ;

2.V, 5€l, AiNA; =3 si 1 #;

3. A=U{A4; |1 e I}.

Producte cartesia

Definicié. Un parell ordenat és un conjunt amb dos elements ordenats: (a,b).

Dos parells ordenats (a,b) i (a',b") sén iguals si i només si a = a' 1 b = b'. Analoga-
ment es poden definir les n-ples ordenades (ay,az,...,a,) 1 tindrem (ay,as,...,a,) =

(b1,ba,...,by) si,1inomés si, a; =b;, Vi=1,...,n.

Definicié. El producte cartesid de dos conjunts A, B esta format pels parells ordenats
(a,b), on a és un element de Aibésde B: Ax B ={(a,b)|a€ Aibe B}. Analogament
es pot definir el producte cartesia A1 X Az x -+ x A, = {(a1,0az2,...,a,) | a; € A;}.
Observeu que en general A x B # B x A.

Relacions

Definicié. Una relacié R entre els conjunts Ay, As,..., A, és un subconjunt del
producte cartesia A; X Ay X -+ X Ayt R€ P(A; X Ay X -+ x A,). Sin =2 direm que la

relacio és bindria. Sia més Ay = Ay = A la relacid és binaria interna.
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Definicié. Una relacié binaria interna en A direm que té la propietat:
refleziva <= Ya € A, (a,a) € R;

simeétrica <= Ya,b € A, (a,b) € R= (b,a) € R;

antisimeétrica <= Ya,b € A, ((a,b) € Ri(b,a) € R = a = b);
transitive <= Ya,b,c € A, ((a,b) € Ri(b,¢c) € R = (a,c) € R).

Una relacié d’equivaléncia és una relacié binaria interna que té les propietats reflexiva,
simetrica 1 transitiva. Una relacié amb les propietats reflexiva, antisimetrica i transitiva

direm que és una relacié d’ordre.

Relacions d’equivaléncia. Si R és una relacié d’equivalencia en A, el conjunt
[a] = {b€ A|(a,b) € R} s’anomena classe d’equivaléncia de a per la relacié R. El conjunt
de totes les classes d’equivalencia formen una particié de A:

1. Va € A, [a] # @;

2. Va,be A, [a] =[b] 6 [a] N [b] = @;

3. A és la unié de totes les classes d’equivalencia, A = U{[a] | a € A}.

El conjunt de totes les classes d’equivaléncia s’anomena conjunt quocient, A/R:

A/R={[a] | a € A}.

Aplicacions

Definicié. Una aplicacié f entre dos conjunts A i B és una correspondéncia que a

cada element de A li assigna un element 1 només un de B. Ho escriurem f: A — B.

Si f assigna a l'element a € A l'element b € B, escriurem f(a) = b1 direm que b és la
imatge de a per f,1que a és una antismatge debper f. SIA' C A, f(A") ={f(a) | a € A'}.
SiB' CB, fY(B')={a€ A| f(a) € B'}.

Definicié. Una aplicacido f : A — B és injectiva si elements diferents de A tenen
imatges diferents, ezhaustiva si tots els elements de B tenen antiimatge per f, 1 byjectiva

si és injectiva i exhaustiva alhora:

f és injectiva <= (Va,b € A, a # b = f(a) # f(b))

f és injectiva <= (Va,b € A, f(a) = f(b) = a = b);
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f és exhaustiva <= f(A) = B < (Vb€ B, da € A tal que f(a) =b).

Definicié. Si f: A —- Big: B — C sén aplicacions, la composicié de les dues

aplicacions g o f : A — C és Iaplicacié tal que (g o f)(a) = g(f(a)), per cada a € A.
Propietat. La composicié d’aplicacions és associativa.

Definicié. L’aplicacié identitat en A és aplicacié I4 : A — A tal que I4(a) = q,
Va € A.

Propietat. Si f: A — B és una aplicacio, foly = filgo f=f.

Definicié. L’aplicacio f: A — B és inversible si, 1 només si, existeix una aplicacid
g: B— A tal que fog=1Ipigof=14. Direm que ¢ és la inversa de f, i I’escriurem

g=f""
Propietat. f: A — B és inversible <= f és bijectiva.

En cas de ser f bijectiva, f~1 és 'aplicacié que a I'element b = f(a) li fa correspondre

lelement f~1(b) = a € A.
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Exercicis

1. Donat M = {1,2,3,4}, rectifiqueu les incorreccions:
{3} e M; {1,2,3,4} C M; 4€P(M); @ e P(M); {4} e P(M);
{3.4} e P(M);  oe{z};  {{1}} € P(P(M)).

2. Quins dels enunciats seglients son certs?
a) 9€Z;

b) 9e{z|r €Ziax <0}

c) {a,b} €{a,b};

d) {a,b} C{a,b};

e) ({a,b} Nn{b,c}) C ({a,b} U{b,c}).

3. Trobeu Z ~. X en els exemples segiients:

a) X={z|z€eZiz>0};

b) X={z|z€Ziax>46x<-3}

¢) X={x|z€Zi0<a<1};

d) X={a|x €Zix=2nperacertneclZ}.

4. Siguin A 1 B dos subconjunts no buits d'un conjunt S. Proveu, les anomenades lleis de

De Morgan:
a) (AUB) = A°N B¢
b) (ANB) = A°UB°".

5. Discutiu la veracitat o falsedat de la igualtat segtient

(AUB)N(BNA“)JU[(ANB)U(A°UB)‘] = A.

6. Simplifiqueu:

) AN(A°U B);

b) (AN DB°)N(A°N B°);
)
)

a

C

[ANBNCJU[A°UBcUC;

d) [AN(A°UB)U[BN(BUC)UB.
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7. Siguin A i B conjunts disjunts que satisfan A C (B U C). Demostreu la igualtat

AU(BNC)=(AUB)NC.

8. Illustreu amb un diagrama de Venn els conjunts A, B 1 D en cas que satisfacin alhora

les tres condicions seguients:

AUDCBUD, AND+o, A~B#0.

9. Demostreu les igualtats segtients:
A~N(BUC)=(A~B)N(A~CO);
A~N(BNC)=(A~B)U(ANO);
B~A=B~(BNA)=(AUB)~ 4;
AN(AUB)=A.

=

o T
B N o g

[l

10. Definim la diferencia simetrica de dos conjunts A, B com A@ B = (A~ B)U(B ~\ A).
Proveu que el complementari de la diferencia simetrica de dos conjunts és la diferencia

simetrica del complementari d'un d’ells amb 1’altre.
11. Determineu P(A) quan A = {a, b, ¢, d}.

12. a) Si A és unitari, escriviu P(P(A4)) 1 P(P(P(A))).
b) Si E té dos elements, escriviu P(E) i P(P(E)).

13. Proveu que P(A)NP(B) =P(ANB)iP(A)UP(B) C P(AUB). Es certa laltra

inclusiéd?

14. Demostreu:
a) ACB= P(A) C P(B);
b) P(A)=P(B) <= A=B.

15. Si P(AUP(A)) té 8 elements, proveu que A és unitari. Es cert el reciproc?
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16. Es cert, en general, que A X B =B x A, on A1 B son dos conjunts no buits?

17. Proveu:

AX(BNC)=(AXxB)~(AxC);
(ANB)x(CND)=(AxC)N(B x D);
(AUB)X(CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(B x D).

T
R

]

18. Es consideren a N les relacions donades per:
a) r +y =10, b)ax divideix y, c¢) = és menor que y.

Estudieu les seves propietats.

19. Determineu quines de les relacions segiients entre nombres enters sén reflexives, sime-

triques 1 transitives:

a) an~b<a<b

o

a~b<=a—b<2;

)
¢) a~b<=bésmultiple de q;
)

[l

a~b<=ab>06a=0b=0.

20. Teorema: tota relacié simetrica i1 transitiva és també reflexiva.

Demostracio: Si x ~ y, per la propietat simetrica tenim que y ~ z. Per transitivitat
xr~yl1y~ x,1, per tant, x ~ x.

Sabeu trobar el parany de tot aixo? Us pot ajudar comprovar que a Z la relacié

a ~ b <= ab > 0 és simetrica 1 transitiva, pero no és reflexiva.

21. Per a cert p € N es defineix en el conjunt A = {1,2,...,¢} la relacié segiient:
Va, b€ A, a Rb <= med(a,p) = med (b, p),

a) proveu que aquesta relacié és d’equivalencia;

b) doneu el conjunt quocient A/R per a ¢ =131 p = 18.
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22. A R ~ {0} es defineix la relacié:

1 1
a~b<e=at+—-—=0+4+ —.
a b

Proveu que ~ és una relacié d’equivalencia i trobeu els elements de la classe d’equivalencia

d’un element a € R~ {0}.

23. En el conjunt dels segments del pla, es defineix la relacié: dos segments estan rela-

cionats quan pertanyen a una mateiza recta. Estudieu aquesta relacio.

24. Sigui A un conjunt no buit i R la relacié definida a P(A) per
AlRAy < A P Az;ﬁ@

Demostreu que aquesta relacié és simetrica 1 no reflexiva.

25. Sigui A el conjunt N~ {0}. Al conjunt A x A es defineix la relacié (a,b) ~ (¢,d) <

ad = be. Proveu que és d’equivalencia i descriviu el conjunt quocient (A x A)/ ~.

26. Al conjunt N es defineix la relacié x ~ y <= [J] = [4] on [ | significa la part entera.

Estudieu-ne les propietats.

27. Es defineix a Z la relacié a ~ b <= 2a + b = 3.
a) Proveu que és d’equivalencia i trobeu Z/ ~.
b) Comproveu que la relacié a ~; b <= a — b = 3 és la mateixa que ~.

¢) Feu el mateix problema amb la relacié 4a + b = 5.

28. Sigui Z x Z el subconjunt del pla dels punts amb coordenades enteres. En aquest

conjunt es defineix la relacid
(a,b) ~(c,d) = a—c=2ib—d=3.

a) Proveu que és d’equivalencia.
b) Calculeu el nombre de classes d’equivalencia.

¢) Busqueu un representant de cada classe a distancia minima de l'origen.
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29. Sigui A un conjunt diferent del buit i f : A — A una aplicacié.
a) Si f— : P(A) — P(A) esta definida per f—(X) = {f(x) | x € X}, VX € P(A),
demostreu que Xy C X3 implica que f7(X;1) C f7(X32).
b) Sobre A es defineix la relacié d’equivalencia a ~ b < f(a) = f(b), Va,b € A.

Demostreu que si [a] = {a}, Va € A aleshores f és injectiva.

30. En el conjunt C dels nombres complexos es defineix la relacié:
a+bi2c+di <= a<c V (a=cAb<d).

Proveu que és d’ordre. Es d’ordre total?

31. Indiqueu quines de les aplicacions segiients de Z a Z sén injectives, exhaustives o

bijectives:

a) fla) =+ b) flr) = de:
&) fla) = 2%+ 1; d) fle)=a?

32. Indiqueu quines de les aplicacions seguents de R a R sén injectives, exhaustives o

bijectives:
a) f(r)=z% b) flz)=a®—uz;
c) flz)=2% d) flz) =%
e) flx)=4a; f) f(z)=22%+2

33. Siguin A, B dos conjunts amb A # B. Considereu 'aplicacié f: Ax B — B x A
definida per f ((a,b)) = (b,a). Demostreu que f és una bijeccio.

34. Siguin X, Y dos conjunts no buits. Proveu que f: X — Y és injectiva si, 1 només si,
existeix ¢ : Y — X tal que go f = Ix. Proveu que f: X — Y és exhaustiva si, i només si,

existeix h: Y — X tal que foh = Iy.

35. Sigui f: R — R donada per f(x) = 2®. Existeixen ¢ i h tals que go f = Iz o bé

foh=1Ig?. Trobeu gih si existeixen.
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36. Sigui f: Z — Z donada per f(n) = 2n. Existeixen ¢ i h tals que g o f = Iz o bé

foh =177 Trobeu ¢ i h si existeixen.

37. Siguin f: A — B1ig: B — C dues aplicacions i sigui h = g o f. Proveu:

a 1 g injectives = h injectiva;
b 1 g exhaustives = h exhaustiva;
c i ¢ bijectives = h bijectiva, i, a més amés, h 1= flog™!;

e) h exhaustiva = ¢ exhaustiva;

f

) f
) f
) f

d) h injectiva = [ injectiva;
)
) h exhaustiva i ¢ injectiva = f exhaustiva;
)

h injectiva 1 f exhaustiva = ¢ injectiva.

g

38. Siguin f: X —-Y, ¢g: Y — Z, h: Z — T aplicacions tals que go f 1 hog sén bijectives.

Proveu que f, g i h s6n bijectives (utilitzeu el problema anterior).

W
O

. Sigui f: X — Y una aplicacié. Siguin A, B C X 1 C,D C Y. Demostreu:

a) f(AUB) = f(4)U f(B);
b) f(ANB) C f(A4)N f(B);
¢) fIANB)D f(A)~ f(B);
d 1(Cu D)= f"! C) U f~1(D);
e )N fHD);

)

a

=
R N e N N e N

40. Amb la notacié del problema anterior, si f és injectiva, demostreu que a més de les

propietats anteriors es compleix:
2) f(ANB) = f(4)N f(B)
b) A=fT1(f(A);

c) f(ANB)=f(A)~ f(B)
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41. Amb la notacio dels problemes anteriors, si f és exhaustiva demostreu que es compleix
C=f(f71C0)).

T+ 2

42. Donada f: R~ {-1} — R per f(z) = P caleuleu f(A), f2(A)i f~1(A) en els
casos seguents:
a) A=[23) b A=[0.3; ¢ A=[l4x]; d) A=(-00,-9)

43. Sigui A un conjunt. Definim l'aplicacié f: P(A) — P(A) per f(B) = A~ B, per a
qualsevol B € P(A).
a) Demostreu que f és una bijeccid.

b) Trobeu la seva inversa.
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3. Estructures algebraiques
Operacions

Definicié. Una operacié binaria és una aplicacio f : Ax B —- C. SiA=B=C

I'operacio és interna.

Per tant, una operacié binaria interna en A assigna a cada parell d’elements de A,
(a,b), un altre element de A, f(a,b) € A. Per exemple, la suma de naturals és una aplicacio
f: Nx N — N que assigna a cada dos naturals m, n, un altre natural f(m,n) = m +n,

que és la suma dels dos.

Definicié. Una operacié binaria interna

R: AxA— A
(a,b) > a@b

té la propietat:

1) associativa < Va,by,c € A, a@(b@c¢)=(a®@b)® ¢
2) commutative < Ya, b€ A, a®@b=>b® a;

3) element e € A és element neutre & Va € A, a@e=e®a=q;
4) si e € A és element neutre, i a € A,

a ésinversible s da ' e Aa@al=atQa=ec.

Si loperacio és la suma, l'element invers de a s’anomena element simétric 1 s’escriu

Si tenim dues operacions B : AXA — A, ®: Ax A — A, direm que ® és distributiva
respecte a @ si, 1 només si,

Va,b,c€ A, a@(bBec)=(a@b)B(a®@ec) i (bPFe)@a=(bRa)®d (c® a).
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Estructura d’un conjunt amb una operacié binaria interna

Definicié. Un conjunt A amb una operacié binaria interna @ : A x A — A, (A, ®),

direm que és:

semigrup < @ és associativa;

) ® és associativa
monoide < L
existeix element neutre, ¢ € A;

® és associativa
grup & existeix element neutre, ¢ € A

Ya € A, a és inversible;

(A,®) és grup

grup abelia o commutativ & , )
® es commutativa;

Definicié. Sigui (A, ®) un grup i sigui H un subconjunt no buit de A. Direm que
(H,®) és un subgrup de A si:

1. Va,be H=a®be H,

2.YVae H=a'€H.

Si H# A, H # {e}, es diu que (H,®) és un subgrup propi de (A, ®).
Estructura d’un conjunt amb dues operacions binaries internes

Definicié. Un conjunt A amb dues operacions binaries internes @ : A x A — A i

@: AxA— A (A 3,©), direm que és:

(A, ) és grup abelia
anell & & és associativa

@ és distributiva respecte a @;

(A, 8,®) és anell

anell unitart o amb unitat & L .
existeix element neutre per 'operacié @;

(A, ,®) és anell

anell commutativ & , )
® es commutativa;
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{ (A, 8,®) és anell amb unitat
C08 <=

tot element diferent del neutre de @ és inversible per I'operacié @;

(A, ,®) és cos

cos commutatiu < , )
& és commutativa.

Definicié. Sigui (A, &, ®) un anell on 0 és 'element neutre de (A, ). Direm que
a,b € A sén divisors de zerode Asia#0,0#01a®b=0.

Definicié. Si un anell no té divisors de zero, direm que és integre o bé que és un

domant dintegritat.
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Exercicis

1. A Q es defineix l'operacié aob =a+ b+ A, amb A € N fix. Calculeu A perque la llei

sigui associativa. Estudieu altres possibles propietats.

2. En el conjunt E = {a,b,c}, es defineix una llei interna donada per:

ca = ac = b; ab = ba = c.

a* = a; b =b; =¢ be = ¢b = a; ;

Demostreu que aquesta llei commutativa no és associativa.

3. Definim a R l'operacié a* b = kab+ k'(a +b) on k, k' son reals fixos. Trobeu k i k' per

tal de que 'operacio sigui associativa.

4. Es (QT,®) grup,on 2 @y = 5?

5. Estudieu 'estructura de (Z, L)on a L b= a + b+ 2ab.

6. Considereu l'operacio
Tty
14+ 2y

J}*y:

a linterval (—1,1) C R. Estudieu les propietats de .

7. Quina estructura té (R ~ {0}, %), on

xy, siax>0
J}*y:

x

v st x < 0.

8. La llei de composici6 de dues resistencies en parallel Ry 1 Ry ve donada per R = Ry xR,

1 1 ,
on & = & + % Estudieu les propietats de la llei x. Es grup?
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9. A la teoria de la relativitat restringida, la llei de composicié de dues velocitats vy 1 vy

de la mateixa direccio és
vy + U2
AR

1—|—2

v =

c

on ¢ és la velocitat de la llum. Estudieu les propietats d’aquesta llei.

10. A R es defineix l'operacio x «y = /a™ + y™ on n és un nombre natural senar.
a) Proveu que (R, x) és un grup abelia.

b) Es (RT, %) un subgrup de (R,x)?

11. Considerem el conjunt S = R~ {—1} i loperacié  xy = « + y + xy.
a) Demostreu que * és operacié interna a S.
b) Vegeu que (S, *) té estructura de grup.
¢) Trobeu x tal que 2*xx 3 =1T.

12. En un grup abelia (G, L), resoleu, tot justificant els passos realitzats, I'equacio
xlalblele=blxla,

amb a, b, ¢ € G elements donats. Feu el mateix suposant que G no és abelia amb 1’ equacié:

alxlblelar =alblx.

13. Proveu que si en un grup es satisfa z? = e, per a qualsevol element x, on e denota

I’element neutre, aleshores el grup és commutatiu.

14. Sigui (G, ) un grup. Demostreu que G és abelia si, i només si, per a tot a,b € G es

compleix (a - b)* = a? - b*.

15. Trobeu A per tal que (Z,$, ®) sigui anell, on

a®b=a+b—06,
a®b=ab+ Na+ b))+ 42.
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16. Es anell Q x Q amb les operacions:

(a,b) + (', b)) =(a+d b+ 1),
(a,b) - (d',b') = (ad" +2bb',ab' + a'b)?

17.
a) Sigui A = {z +yV3 | z,y € Q} C R. Proveu que A és cos amb la suma i el producte
ordinaris.

b) Es cos B = {+yV3 | 2,y € Z} C R amb la suma i el producte ordinaris?

18. Donat un conjunt A # @, demostreu que (P(A), &, N) és anell commutatiu unitari amb
divisors de zero, on & representa la diferencia simetrica de conjunts, X Y = XUY~ XNY

(per la demostracié de la propietat associativa utilitzeu els diagrames de Venn).

19. Considerem a Z X Z les operacions

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (e,d) = (ac — bd, ad + be).

Demostreu que és anell. Quins elements sén inversibles?

20. Sigui (A, +,-) un anell. Definim 'operacié segiient en A, @ @ y = xy — yx. Demostreu
que @ (y@z2)+y@ (@) +20(xQy)=0, Va,y,z € A,

21. Proveu que el conjunt R de les aplicacions de R en R és un anell commutatiu unitari

1 no integre amb la suma i el producte segtients:

(f+9)(x)=flz) +g(x), (f-9)(x)=flx)g(2).
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4. L’algebra de les matrius

Matrius i tipus de matrius

Sigui (K, +,-) un cos (normalment K =R, Q 6 C).

Definicié. Una matriu A d’ordre m X n és una aplicacid

A:{1,2,....m} x{1,2,....n} = K

(1,7) — ;5.

Ho escriurem:

ari a1n

az1 A2n

A= = [ay]

Gm1 Umn
Per a tot ¢ € {1,2,...,m}, (ai1, ai2,...,a;n) és un vector fila.
Per a tot j € {1,2,...,n}, (a1j,azj,...,am;) és un vector columna.

m és el némbre de files 1 n és el nombre de columnes de la matriu.

35

Definicié. M(m,n,K) és el conjunt de les matrius d’ordre m x n amb elements en

K. Sim = n les matrius es diuen quadrades d’ordre n i es denoten per M(n, K).

Definicié. Siguin A € M(m,n,K) i B € M(p,q,K),

A:B@{??m:p i n.:.q
i) a;; = bij, Vi,J.
Tipus de matrius
1. Matriu nulla:
0 ... 0
0— 0 ... 0
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2. Matriu triangular superior (inferior): si a;; =0, Vi, j tal que j < (j > ¢).
3. Matriu diagonal: si a;; =0, Ve, 7 tal que 7 # 1.
4. Matriu identitat I,:

1 0 0
I, — 0 1 0
0 0 1

Operacions amb matrius

1. Suma de matrius

Definicié. Siguin A = [a,;], B = [b;;] matrius de M(m,n,K), la matriu suma A + B
de M(m,n,K) esta definida per

A—|_B = [Ci]‘]7 Ol Ci5 = Gy + bl]7 Vl?]

Propietats. VA, B,C € MAT(m,n,K), es compleix
1. A+ B =B+ 4;

2. A+(B4+C)=(A+ B)+C;

3. O+ A=A+ 0 = 4;

4. —A = [—ay;] satisfa: A+ (—A4)=(-A)+A=0.

Proposicié. El conjunt (M(m,n,K),+) és un grup abelia.

2. Producte d’un escalar per una matriu

Definicié. Siguin A € Ki A = [a;5] € M(m,n,K), la matriu A - A € M(m,n,K) esta
definida per
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Propietats. VA, B,C € M(m,n,K) i VA, A2 € K|
1o Ae) - A=A - A4 A - A;

2. M- (A+B)=XM\-A+ )\ - By

3. (MAe)- A=A - (Ag - A);

40-0=0, 0-4=0, 1-A= A

3. Producte de matrius

Definicié. Siguin A = [a;5] € M(m,n,K) i B = [bjz] € M(n,p,K), la matriu
A-B e M(m,p,K) esta definida per

A-B=lcir], on ¢ = zn:aijbjk.
j=1

Propietats. VA € M(m,n,K), B € M(n,p,K), C € M(p,¢,K)i X €K
1.A-(B-C)=(A-B)-C;
2. I -A=A-1, = A;
3. A-A)-B=X-(A-B)=A-(\-B);
4. st Ae M(m,n,K), B.C € M(n,pK): A-(B+C)=(A-B)+(4A-C),

siA,Be M(m,nK), CeMn,pK): (A+B)-C=(A-C)+(B-C).

Proposicié. (M(n,K),+,-) és un anell unitari.
Matriu inversa i transposada

Definicié. Sigui A € M(n,K) una matriu quadrada, A=' € M(n,K) és la matriu
inversa de Asi A- A7 = A7l . A =1,. La inversa d’una matriu, si existeix, és tinica. Si

una matriu A té inversa es diu que A és invertible.

Proposicié. Si A, B € M(n,K) sén matrius invertibles i A # 0 aleshores:
i) A-B ésinvertible;

i) (A-B)y'=B™1. AT

iii) (A1)t = 4;

iv) (A-A)7 =

1 4-1
Log-t,
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Definicié. Sigui A = [a;;] € M(m,n,K), A" = [aj;] € M(n,m,K) és la matriu

transposada de la matriu A, resultat de canviar files per columnes.

Propietats.
1. (AN = A;

2. (A+B) = A'+ B!, (A\-A)=)\-A!, (A-B)' =B'- A
3. (A~ = (471",

Definicié. Sigui A € M(n,K). A és simétrica si A = A'. A és antisimétrica si
A=A

Matrius per Blocs

Definicié. Una matriu per blocs és una matriu on els seus elements sén matrius

rectangulars o submatrius. Sigui A € M(m,n,K),
A A
A=
<A21 A22>
All EM(Z,]C,K), A12 EM(Z,TL—]C,K),

AzleM(m—Z,k,K), AQQEM(m—Z,n—k,K).

Sigui B € M(n,p,K),
Bll BlZ
B =
(le Bzz)
Bll EM(k,q,K)7 BlZ EM(kvp_Q7K)7

leeM(n_k7Q7K)7 BZZEM(n_kvp_Q7K)

es verifica:

AH A12 Bll BlZ
<A21 A22> <321 Bzz)
Ay - By + A2 - Byy Ay - Bia+ Aia - Boo
= € M(m,p, K).
<A21 *Bi1 + Agz - Bay Agy - Bia + Aoy - Bzz) (m, . K)
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PAQ-reduccions

Canvis elementals per files

Sigui A € M(m,n,K). Els canvis elementals per files (c.e.f.) son:

1f) intercanviar dues files de A;

2f) substituir una fila de A per aquesta mateixa fila més una altra fila multiplicada
per un escalar \ € K;

3f) multiplicar una fila de A per un escalar A € K, A # 0.

Un c.e.f. pot interpretarse com una aplicacié:

e: M(m,n,K) — M(m,n, K)
A —e(A).

Proposicié 1. A cada c.e.f. e li correspon un c.e.f. e; del mateix tipus que e i tal

que e1(e(A)) = e(e1(A)) = A.

Definicié. Siguin A, B € M(m,n,K). B és equivalent a A per files (B =4 A) si es

pot obtenir de A a partir d’una succesié finita de c.e.f.

Definicié. P € M(m,K) és una matriu elemental per files (m.e.f.) si s’obté a partir

de I,, per un tnic c.e.f.

Proposicié 2. Sigui e un c.e.f. i P € M(m,K) tal que P = e([,;,). Per tota matriu
A€ M(m,n,K) es compleix: e(A) =e(l,) - A=P- A

Proposicié 3. Tota matriu elemental per files, P, és invertible.

Proposicié 4. Siguin A, A"’ € M(m,n,K). A'=y A& A' =P - A on P és producte

de m.e.f.

La proposicié 4 permet obtenir matrius equivalents per files esglaonades fent c.e.f.
Canvis elementals per columnes

Sigui A € M(m,n,K). Els canvis elementals per columnes (c.e.c.) sén:

lc) intercanviar dues columnes de A;
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2¢) substituir una columna de A per aquesta mateixa columna més una altra columna
multiplicada per un escalar A\ € K;

3¢) multiplicar una columna de A per un escalar A € K, A # 0.

Un c.e.c. pot interpretarse com una aplicacio:
e': M(m,n,K) — M(m,n,K)
A —€'(A).

Proposicié 5. A cada c.e.c. ¢’ li correspon un c.e.c. €¢'; del mateix tipus que €’ i tal

que e'1(e'(A)) = €'(e'1(A4)) = A.

Definicié. Siguin A, B € M(m,n,K). B és equivalent a A per columnes (B =, A) si

es pot obtenir de A a partir d’'una succesio finita de c.e.c.

Definicié. P € M(n,K) és una matriu elemental per columnes (m.e.c.) si s’obté a

partir de I, per un unic c.e.c.

Proposicié 6. Sigui ¢’ un c.e.c. 1 Q € M(n,K) tal que @ = €'(1,,). Per tota matriu
A€ M(m,n,K) es compleix: e'(A)=A-€'([,,) = A-Q.

Proposicié 7. Tota matriu elemental per columnes, (Q, és invertible.

Proposicié 8. Siguin A, A" € M(m,n,K). A'=. A< A'=A-Q on Q és producte

de m.e.c.

La proposiciéo 8 permet obtenir matrius equivalents per columnes esglaonades fent

c.e.C.

Matrius esglaonades

La matriu segiient és esglaonada per files:

-1
2
-2
0

oo oo
oo o
o O =
[ =)
o= O W

W
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La matriu segiient és esglaonada per columnes:

10 0 00
23 0 00
01 -2 0 0
1 2 3 00
30 0 5 0
1 2 -1 0 3

La matriu transposada d’'una matriu esglaonada per files és una matriu esglaonada

per columnes.

Teorema. Tota matriu A € M(m,n,K) és equivalent per files (columnes) a una

matriu esglaonada per files (columnes).

Teorema. Donada una matriu A € M(m,n,K), existeixen dues matrius invertibles

PeM(mKiQeMnK)iunre€Z, 0<r <m,n tal que:

PA-Q= ({) 8)

Les matrius P i1 () no sén tniques, depenen dels canvis elementals.
Matrius invertibles i inversa generalitzada

Definicié. Sigui A € M(m,n,K), definim el rang de A, rang(A):

rang(A) = r <= 3P,Q invertibles, tal que P A Q = ({) 8) |

Teorema. Sigui A € M(n,K) una matriu quadrada,
A és invertible <= rang(A) = n.

Proposicié. El rang d'una matriu és independent de la PAQ-reduccio.
Calcul de la inversa d’una matriu quadrada

Sigui A € M(n,K). Fem c.ef. sobre la matriu (I,|A), comprovem si rang(A) = n i,

en cas afirmatiu, trobem la matriu invertible P tal que P- A = I,,. Llavors P = A™!,
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Definicié. Sigui A € M(n,K) amb rang(A) <n o bé A € M(m,n,K) no quadrada.
La inversa generalitzada de la matriu A, A’, és una matriu que compleix:
A A" A=A

Teorema. VA € M(m,n,K) té una inversa generalitzada que ve donada per la

férmula:

Ai:Q-G} VUV>-P

on U, V, W sén matrius qualssevol 1 P 1 () son matrius d’'una PAQ-reduccié, és a dir, tals

que:

PA-Q= ({) 8)
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Exercicis

1. Considereu les tres matrius seglients:

0.5 0.3
A:(_ll g g) B:<_11 ? _02> C=1(02 03
0.3 0.4

Trobeu, quan tingui sentit, A + B, —2B, A+2B, B— A, A+ C, A-B, A-B', A" B,
A-(B-C).

2. 51 A e M(n,p,R), a que és igual I, - A? Isi A € M(m,n,R), a que és igual A-I,7

1 -2
-2 3

A1 B sén simetriques, A - B no ho és. Calculeu B - A - B i comproveu que és simetrica.

3.51 4= ( ) iB= <_12 1), calculeu (A - B)' 1 B'- A'. Noteu que encara que

4. Sigut A = . Calculeu A%, 43 1 A%,

o O =
O = =
—

5.51 A= (? é) on > = —1, doneu una expressié general per a A".

COs & sin o

—sina  COS K —sinna  CoSnQ

6. 51 A= ( ), demostreu que A™ = (

cosna  sinna )

7. Trobeu totes les matrius A € M(2,R) tals que A% = I,.

8. Un cas important on podem simplificar B de ’equacié matricial A- B = C - B és quan

aquesta identitat es satisfa per a tota B. Per exemple, proveu que si

aix  diz ) b _ [ 11 €12 ) b
a1 A2 bs €21 C22 bs

per a tot by, be, llavors A = C'.
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9. Suposeu que la tercera columna d’una matriu A és igual a dues vegades la primera

columna. Demostreu que la mateixa propietat és certa per a qualsevol producte B - A.
10. Quines matrius reals satisfan A"+ A = O? Justifiqueu la resposta.

11. Doneu dues matrius A, B € M(2,R) que no tinguin cap component nulla pero que

compleixin A - B = 0.

c

12. Sigui A = (Z d) tal que ad — be # 0. Trobeu A™".

13. Si A és una matriu de M(2,R) que commuta amb tota matriu d’aquest mateix conjunt,

llavors demostreu que A ha de ser un miultiple de la matriu identitat I5.

14. Resoleu I'equacié matricial (4 - X~1)™1 + B =X, on
2 —=1\. 2 3
(Y2 )

15. Demostreu que si A és una matriu d’involucié (4? = I), aleshores la matriu B =

%(I + A) és idempotent (B* = B).

16. Trobeu per a quines matrius quadrades A 1 B es compleix:
a) (A+ B)? = A*+2A4-B + B?
b) (A+B)-(A—B)=A? - B*.

17. Una matriu A es diu d’involucié si A? = I. Demostreu que A? és d’involucié si, i

només si, (I —A)-(I+A)=0.

18. Sigui A una matriu quadrada. Comproveu que A + A? és una matriu simetrica i que
A — A! és una matriu antisimétrica. Proveu que tota matriu quadrada és suma d’una

matriu simétrica 1 una antisimetrica.
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19. Si A1 B son dues matrius simetriques, demostreu que A - B + B - A és una matriu

simetrica1 A- B — B - A és antisimetrica.

20. Suposeu que A és una matriu quadrada que satisfa 42 — 34 + I = O. Demostreu que

Al =31 - A

21. Sigui A una matriu quadrada.

a) Si A% = O, proveu que I — A és invertible.

b) Si A® = O, proveu que I — A és invertible.
¢) En general, si A" = O per a un cert n € Z*, demostreu que I — A és invertible.
Q)

)

e) Suposeu que A* — A+ I = O. Demostreu que A és invertible.

Suposeu que A% + 24 + I = O. Demostreu que A és invertible.

22. Siguin A 1 B dues matrius quadrades de la mateixa mida. Direm que A és semblant a

B si existeix una matriu invertible T tal que B =T - A - T—!. Si aquest és el cas, proveu:

a) B és semblant a A;

b) A és invertible si, i només si, B és invertible;
c) A' és semblant a B;
d) si A" = O i C és una matriu invertible de la mateixa mida que A, llavors

(C-A-c~y" = 0.

23. Si A compleix A% — 342 4+ 24 + I = O, demostreu que tota matriu semblant amb A

compleix la mateixa igualtat.

24. Demostreu que respecte la multiplicacié, el subconjunt de M(n,R) format per les

matrius diagonals invertibles té estructura de grup abelia.

25. Siguin A, B € M(n,R). Demostreu que si existeix una matriu P € M(n,R) tal que
Pt =Pti, Pt-A.PiP' B-P sén dues matrius diagonals, aleshores es compleix que

A-B = B-A. Demostreu que A i B sén matrius simetriques
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26. Sense usar llapis ni paper, determineu si les matrius segiients son invertibles.

29 1 -3 01 5 1 4 1
05 05 -2 00 2 3
@1 g 0 1 2| Mo o 6 7
00 0 037 00 8 5

27. Trobeu una matriu K tal que A- K- B =, on

1 4 8 6 —6
A=|-2 3], B:(é (1) _01> c={6 -1 1
1 =2 —4 0 0
28. Trobeu una PAQ-reduccié de les matrius seglients:
WEE 012 s ey
a) 2 1 1 3], b) , c)[ 05 0],
-1 2 0 0 -2 -l 012 6 4
-3 -2 -1 0 1
2 -4 6 -8 10
)l 1 4 9 16 25|, e (Z g _31 _21 f)
-5 7 2 0 3
. ) .. ) ) A 0
29. Siguin A 1 B dues matrius 1 C' la matriu definida per blocs 0o B/ Demostreu que

rang(C) = rang(A) + rang(B).

30. Donada la matriu

1 3 3 8
A=-2 -5 1 -8},
0 1 7 8

trobeu una matriu invertible P € M(3,R) tal que P - A tingui forma esglaonada reduida
per files.

31. Trobeu, si existeix, la inversa de cadascuna de les matrius seglients:

i 1 1
L 3 4 -1 3 1 5 o5
a)<3 5), ml1 o0 3|, olz2 4 1], SR B

2 5 —4 —4 2 -9 -z L L
100 0 5 11 6 3 k0 0 0
e)1200> pl2 L4 5 g)lkOO
1 2 4 0} 3 28 7|’ 0 1 k 0
1 2 4 8 0 0 4 0 00 1 k
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32. Si A' és una inversa generalitzada de A, demostreu que (A') és una inversa genera-

litzada de A?.

33. Calculeu la inversa generalitzada de

-1 0



48



5. Sistemes d’equacions lineals 49

5. Sistemes d’equacions lineals
Sistemes d’equacions

Definicié. Sigui (K, +,-) un cos commutatiu. Resoldre el sistema d’equacions lineals

s format per m equacions amb n incognites x1, g, ..., Ty:

a111 + a1229 + -+ agpr, =b

a91%1 + G929 + -+ + agpr, = by

(s)

Am1T1 + QpaTo + -+ QppTp= by

equival a trobar tots els elements (21, 2,...,2,) € K" que satisfan les m equacions alhora.

Discutir un sistema consisteix en esbrinar si el sistema té solucié (compatible) o no
té soluci6 (incompatible). En el cas que tingui solucié cal discutir si la solucié és tnica
(compatible determinat) o si hi ha més d’una solucié (compatible indeterminat).

Els escalars a;; € K s’anomenen coeficients, x; son les incognites 1 b; € K soén els
termes independents.

El sistema s és homogent si b; = 0, Ve = 1,...,m. Tot sistema homogeni admet la
solucio trivial z1 =29 = - =z, = 0.

Considerem les matrius seguients:

aijl ai2 te Ain €1 bl
as1 a2 te as T2 52
ami Am?2 Tt Amn Ty bm
aijl ai2 Ain bl
Al — az1 a22 Uan by
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La matriu A és la matriu del sistema i la matriu A’ és la matriu ampliada. El sistema s

admet la representacié matricial

A-X=0D

Discussio d’un sistema d’equacions

Considerem A € M(m,n,K).

Teorema. El sistema homogeni A - X = 0 té solucidé no trivial si, 1 només si,

rang(A) < n.

Teorema. El sistema A-X = b és compatible si, i només si, rang(A) = rang(A') = r.
En aquest cas el sistema és determinat si, 1 només si, r = n.

Si A- X = b és un sistema compatible amb rang(A) = rang(A') = r, llavors es poden
trobar n — r incognites a les quals se’ls hi poden assignar valors arbitraris. El sistema es
resol considerant aquestes incognites com a parametres. Direm que el sistema té n — r

graus de llibertat.

Resolucié d’un sistema d’equacions

Definicié Dos sistemes d’equacions son equivalents si tenen les mateixes solucions.

Teorema. Si A’ és la matriu ampliada d'un sistema, fent canvis elementals per files
en la matriu A’ obtenim sistemes equivalents.

Podem resoldre un sistema fent canvis elementals per files a la matriu ampliada.
L’equacio trivial 0zq + 0xg + - - - 4+ 0z, = 0 és irrellevant 1 per tant poden suprimir una fila
de zeros. Una equacié del tipus: Oxy + 0xg 4+ -+ + 0z, = k, on k # 0, no té solucid i per

tant el sistema és incompatible.
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Exercicis

1. Quines de les equacions segiients son lineals en x,y, 1 27

a) x4+ 2xy + 2 = 2; b)x +y+z=sink;
c):z;—3y—|—221/2:4; d)yr=v2z—y+T;
e)r+y ' —32=5; f)a =z

2. Trobeu un sistema d’equacions lineals que correspongui a cadascuna de les matrius

ampliades segtients:

1 0 3 2 -1 5 =2
ay [2 1 1 3]; byl 1 1 0 |;
0 -1 2 4 -1 1
1 00 0 1
)<052345> d)01002
5 03 4 2 1) 001 0 3
1 00 1 4

3. Digueu:
a) Quin és el rang d’'un sistema compatible determinat amb 5 equacions i 4 incognites?
I si el sistema és indeterminat?
b) Quantes equacions sén necessaries (com a minim) per tenir un sistema indeterminat
amb 2 graus de llibertat 1 rang 37 Quantes incognites tindra aquest sistema?
c¢) Pot ser compatible determinat un sistema amb 7 equacions i 10 incognites?
d) Inventeu un sistema compatible determinat, un altre d’indeterminat i un altre d’in-

compatible, tots ells amb 3 incognites 1 4 equacions.

4.S1 A,B € M(n,R)i A— B no és invertible, demostreu que existeix almenys una matriu

XeMmn1,R), X#0 talque A- X =B X.

5. Comproveu que el sistema d’equacions seglient és compatible indeterminat només si

c=a+b,
r+y+2z=a

x + 2=5%
20 +y+3z2=c
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6. Demostreu que el sistema

no té solucié sia > 0,b > 01 ¢ > 0.

7. Resoleu el sistema

L1 + 31’2 — 21’3
21‘1 + 61‘2 — 51’3

+ a3
21’1 + 61’2

8. Resoleu els sistemes homogenis seglients:

20y — 4x9 + w3+
X1 — dry + 23

a) — 229 — 213 —
1+ 3x +
1 — 21’2 — T3 +

9. Resoleu els sistemes d’equacions seglients:

A )
a) ¢ —x1 — 2x9
31’1 — 71‘2

V]
=
+

10. Discutiu a C,
L
2z

=
+ 41+

+ 223 =
+ 3x3 =
+ 43 =

r 4y +=z
—r -y —2z
—r -y

_I_

- 2x4 +

+ 101’4

+ 8x4y +
T4 =0

0

T4 =0
T4 =0
T4 =0

8
1 b)

10
y + 2z -
y — 2z -
2y — 4z +
y + iz +
y + 2z -
wy - oz =
y + = -

21’5
41’5

41’5

b){

21’1
—21‘1
—71‘1

ot

= 0
— 31’6 == —1
+ 151’6 == 5
+ 181’6 == 6
x + 6y 2z
20 — 4y 4+ =z
+ 222 + 23
+ Sr2 + 23
+ Txy 4+ 3
= -1
= -2
= 1
= -3
= 0
= 1
= 2
= 0

o
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11. Discutiu, segons el valor del parametre real a, el sistema d’equacions segiient

r + 2y - 3z = 4
3 — y 4+ 5z
dr + y + (a2 —14)z

I
N

a-+2

12. Estudieu, segons els valors dels parametres, els sistemes seguients:

br + = b

<

+ z .
v o— oy oz o= 1 v+ oy =k
a) b) ar + by = k
3z — y — 2z = 1 2 2 3
6 — y + z = 3b x4 by o=k
ax + 0y - + ¢+t - u =0
r 4+ ay + -t 4+ uw =0
c) —x + y 4+ az + t - u = 0
[ — y + 2z 4+ at + w = 0
—-r + y - + ¢t 4+ au = 0

13. Tres maquines diferents, A, B 1 C, son utilitzades 8 hores diaries per produir quatre
productes diferents ¢, u, v 1 w. El nombre d’hores que cada maquina ha de ser utilitzada

per fabricar una unitat de cada producte ens ho mostra la taula segtent,

Producte
Maquina t u v w
A 1 2 1 2
B 7 0 2 0
C 1 0 0 4

és a dir, per produir una unitat de v cal 1 hora de la maquina A i1 2 hores de la maquina
B.
a) En termes de la quantitat de cada producte produit, quines equacions representen un
ple us de les maquines en 8 hores?
b) Resoleu el sistema trobat a l'apartat anterior.
c¢) Tenint present que resultats negatius no tenen sentit, pero si les solucions no enteres,
interpreteu la solucié del sistema.
d) Quina quantitat es fabrica de cada producte si la produccié de ¢ és maximitzada,
mantenint el ple funcionament de totes les maquines?
e) Quina produccié dels quatre articles maximitza la produccié de w, mantenint la plena

ocupacié de les maquines?
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6. Espais vectorials
Espai vectorial

Definicié. Sigui (E,+) un grup abelia i (K, +,-) un cos. E és un K-espai vectorial o

espatr vectorial sobre K si existeix una operacio externa:

Kx E— FE
(v,u) > a-u€eFE
que compleix: Va, 3 € K, Vu,v € E,
lLa-(u+v)=a-u+a-v;
2. (a+8) u=a-u+p-v;

3. (af) u=a-(B-v)
4. 1-u = u.

Els elements de E els anomenem wvectors i els de K escalars.

Propietats immediates. Si Og i1 Og sén els elements neutres de (E,+) 1 (K, +,-)
respectivament,

1. a-0p =0p, Vo € K

2. 0g -u=0pg, Yu € E;

. a-u=0p < a=0g 6u=_0g;

4 (—a)-u=—(a-u)=a-(—u), Yu € E,Va e K.

Subespai vectorial

Definicié. Sigui F un K-espai vectorial i FF C E. F és subespai vectorial de E si F

amb les operacions de E induides a F' és K-espal vectorial.
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Proposicié. {0g} i E son subespais vectorials de E. S’anomenen subespais impropis.

Proposicié. Sigui E un K-espai vectorial i F' C E, F # @, sén equivalents:
1) F és subespai vectorial de E,

i) Va, e K, Vu,v € F = a-u+-veF.

Proposicié. Si F i GG son subespais vectorials de E, llavors ' N G és un subespai

vectorial de E.
Observacié. En general, la unié de subespais vectorials no és un subespai vectorial.

Combinacions lineals. Qualsevol expressié del tipus aq - uy + g - ug + -+« + apy - U,

ona; € Kiu; € E,Vi=1,2,....n, és una combinacid lineal dels vectors uq,ug, ..., upy.

Subespai vectorial generat. Donat A C E, on E és un K-espai vectorial, el subespai

vectorial generat per A, < A >, és el subespai de 2 més petit de tots els que contenen A.

Proposicié. Si A # 3, el subespai vectorial generat per A esta format per totes les

combinacions lineals de vectors de A:

<A>={u|u=ay - ur+- - Fap up, up,...,up €A «ay,...,a, € K neN}L

Dependencia lineal

Definicié. Un conjunt de vectors B C E, direm que és linealment independent si, i

només si, Vo, ag,...,a, € KiVuy,ug,...,u, € B,
ap Uy Fagcur ot ag Uy =0 = oy =ag =+ = o, = Ok

Si no és linealment independent, direm que és linealment dependent.

Propietats.
1. B linealment independent = 0p ¢ B;
2. B linealment independent i B' C B = B’ linealment independent;

3. B linealment dependent <= du € B, tal que u és combinacié lineal de vectors de

B~ {u}.
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Base 1 dimensid

Definicié. Un conjunt B de vectors de E, direm que és una base de E si, i només si,
i) B genera E: < B >= E;

ii) B és un conjunt de vectors linealment independents.

Proposicié. Si B és una base finita de E, llavors qualsevol vector u € E es pot

expressar de forma unica com a combinacid lineal dels vectors de la base:

day, ..., a, € K tnics, tals que u = ay - uy 4+ -+ 4+ @y - Up, on B = {uy,ug, ... uy}.
Proposicié. Sigui {ay,as,...,a,} un conjunt de n vectors del R-espai vectorial R™,
on a; = (Gi1, a2, ..,ain), Yi=1,....n
ai; @12 a1n
, az1 @22 a2 S .
{ay,as,...,a,} ésuna base de R" <— A = és invertible.

Gn1 Gn2 Gnn

Teorema de Steinitz. Si B = {¢j,¢2,...,¢,} ésuna base de E i {uy,ug,... u,} és

un conjunt de r vectors de E linealment independents, aleshores r < n i es poden trobar
n—r vectors de B, €;,,€;,,...,¢; __, tals que els vectors {uy,ua, ... up, €, €0, . 6 _ }

formen una base de FE.

Lema. Si {ey,e9,...,¢,} ésunabasede Eiu=a;- e+ -+ ay-e, amb a; #0

aleshores {u,es,...,¢,} és base de E.

Corollari. Si E és un espai vectorial amb una base finita (el nombre de vectors de la

base és finit ), aleshores qualsevol altra base de E és finita i té el mateix nombre de vectors.

Definicié. La dimensid d’un espai vectorial E, dim(E), és el nombre de vectors d'una

base qualsevol.

Propietats.

1. Si E = {0g}, lavors dim(E) = 0.

2. A un espai vectorial de dimensio n,
i) n vectors linealment independents formen base,
ii) n vectors que generin E formen base.

3. Si F' és un subespai vectorial de E, llavors dim(F) < dim(E).
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4. Si F és un subespai vectorial de E de dimensié finita, i dim(F') = dim(E), llavors
E=F.

Proposicié. Sigui {ay,as,...,a,} un conjunt de m vectors del R-espai vectorial R,
on a; = (a1, iz, ..., an), Vi=1,...,m. Considerem la matriu
aip 012 a1n
A = az1 @22 A2n
Gm1 m?2 Umn
i el subespai vectorial de R™: F4 =< ai,as,...,a, >. Sigui A’ la matriu esglaonada per

files equivalent a A obtinguda fent canvis elementals per files, és a dir, existeix una matriu
invertible P tal que A’ = P - A. Aleshores:

1) Fla = Far, és a dir, fent canvis elementals per files el subespai no varia.

ii) Les files no nulles de A’ formen una base de Fus i, per tant, també de Fj.

iii) El nombre de vectors de la base de F4 és rang(A).

Suma de subespais vectorials. Suma directa

Definicié. Si F'i G sén subespais de E, el subespai vectorial suma esta format pels
vectors:

F+G={u+v|ueFvedG}.

Propietats. Si F', G, H son subespais vectorials de F,

1. F + G és el subespai vectorial generat per FUG: F+ G =< FUG >;
2. FN(G+H)D(FNG)+(FNH);

3. F+(GNH)C(F+G)N(F+H).

Férmula de Grassmann. Si F, G son subespais vectorials qualssevol de FE, llavors

dim(F 4+ G) = dim(F)+ dim(G) — dim(F N G).

Definicié. La suma de dos subespais vectorials F' 1 G és directa <= FNG = {0g}.

Notacié. Sila suma de dos subespais vectorials és directa, escriurem F & G.
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Proposicié. La suma F 4+ G és directa si, i només si,

Yui,us € F, Yvi,v9 € G, uy + vy = ug + vg = Uy = ug, v1 = vg.

Definicié. Si Fy, F,, ..., F,, son subespais vectorials de E, definim el subespai vec-

torial suma:

Fi+F+4-+Fy={ui+us+ - +un | u € F}.
Definicié. La suma F} + Fy +--- + F,,, és directa si es satisfa:
U+ s+t Uy =v vt o, —=u; =0, Vi=1,2,...,m, u;,v; € Fj.
Es a dir, la descomposicié d’un vector en suma de vectors dels subespais és tnica.

Proposicié. La suma Fy + Fy + -+ - + F},, és directa:

<:>(F1—|—F2—|—---—|—Fk_1)ﬂFk:{OE}, Vk:2,...,m
= FKENFA+ - +F . 1+Fi+-+F,)={0g}, ¥Vi=1,....m

Propietats.
1. dim(F & G) =dim(F) + dim(G);
2. dim(Fy S & @ Fp) = dim(Fy) + dim(Fy) + - -« + dim(Fyy,).

Observacié. Si FE és un espai vectorial de dimensié n i1 B = {uy,us,...,u,} és una
base de E, llavors

F=<u1 > <us > P < up>.

Subespai suplementari

Definicié. Un subespai vectorial G és subespai suplementar: del subespai vectorial

FCFEsi,inoméssi, FE=F&G.

Proposicié. Si F, G son subespais vectorials suplementaris en E, llavors

dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) = dim(E).
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Observacié. Sigui F' un subespai vectorial de E de dimensid k, 1 {uy,uz,...,u;} una
base de F. Si augmentem la base de F fins obtenir una base {uy,us,...,ug,v1,v2,...,0,}

de E, amb k + r = n, llavors el subespai vectorial G =< vy, vs,...,v, > és suplementari

de FFen Fiessatisfa FHGE = F.

Canvi de base a un espai vectorial

A un K-espai vectorial E de dimensié n, considerem dues bases B = {ey,¢e2,...,¢,},
B' = {el,eh, ... el } de E. Un mateix vector u € E es pot expressar de forma tinica com

a combinacio lineal dels vectors d’aquestes bases:

u=yi-e1+ys-ea - Yn-en=x1-€ fag-ey -, e

Si lexpresié dels vectors e}, ely, ... el respecte de la base B = {ey,ea,...,¢,} és:
!

€, =a11-€1 +agy ez + - Fdpy ey

!

€y = Q12 - €1 F 22 - €2 + -+ + aAn2 - €

en:aln'el‘I’a2n'62‘|’""|’ann'en

ai;  diz ... dip T Y1
azy1 422 as T2 2

i P= ", x= Cy=| %,
ani an2 o Ann Ty Yn

T ai;  aio A1n T Y1
T2 | @21 G229 a2n T2 _ Y2
P = =
Ty ani an2 Ann Ty Yn
Y1 T
— 2 T2
P 1 Yy —
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Exercicis

1. Digueu quins dels subconjunts segiients de R? sén subespais vectorials:
{(z,y,2) ] 2,y,2 € Z};

{(z,y,2)] wyz = 0};

{(z,y,2) ] 2:1:—|—4y—3z = 2};

{(z,y,2)] = = 0}.

a

o

C

)
)
)
d)
2. Sigui F(R,R) el conjunt format per les funcions de R en R. Demostreu que F(R,R) és
espai vectorial sobre R 1 mireu si séon o no subespais vectorials els conjunts seglients:

a) el conjunt de les funcions continues;

b) el conjunt de les funcions derivables;

C

d

el conjunt de les funcions parelles;

el conjunt de les funcions imparelles;
e) el conjunt de les funcions constants;

g) el conjunt de les funcions tals que f(2?) = f(:z;)z, Vo € R;
h) el conjunt de les funcions tals que f(0) = f(1);

)
)
)
)
f) el conjunt de les funcions no negatives;
)
)
1)
)

(0
el conjunt de les funcions tals que f(3) =1+ f( 5);
(—

el conjunt de les funcions tals que f

1) =

J

3. Per a quins valors de A € R el vector b és combinacié lineal dels vectors a;?
a) ap = (2,3,5) as =(3,7,8), a3 = (1,-6,1), b = (7,2, -X);

7,2,1), a3 =(4,1,6), b = (5,9, \);

=(6,8,7), b=1(9,12,—\);

=(2,4,7), a3 = (5,6, ), b =(1,3,5).

)
R e g
Q
=
TN TN TN
L
i
N
R e g
Q
(3]
TN TN N N
e N e

4. Digueu si els vectors seglients son linealment dependents o independents:

a) a; = (1,2,3), az = (3,6,7);

b) =(2,-3,1), az = (3,—-1,5), as = (1, —4,3);

¢) a1 =(5,4,3), az = (3,3,2), as = (8,1, 3);

d) a1 =(4,-5,2,6), az = (2,2 —1,3), a3 = (6,—3,3,9), ay = (4,—1,5,6);
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e) ap =(1,0,0,2,5), az =(0,1,0,3,4), as = (0,0,1,4,7), ay = (2,-3,4,11,12).

5. Sigui E un espai vectorial sobre R i u,v,w tres vectors de E que compleixen la relacié
2u 4 2v — w = —4u — 5v + w. Demostreu que {u,v,w} formen un sistema linealment

dependent.

6. A Despai vectorial R* considerem els vectors (1,1,0,a),(3,—1,b,1),(—3,5,a, —4). De-

termineu a 1 b per tal que aquests vectors siguin linealment dependents.

7. Demostreu que les matrius A i B sén linealment independents en M(2,3,R):
0 1 =2 11 =2
A= <1 1 1 > ’ B = <O 1 1 > ’

8. A lespai F(R,R) considereu les funcions f, g, h definides per f(t) = t* + 2t — 1,
g(t) =t*+ 1, h(t) = t* + t. Demostreu que sén linealment dependents.

9. Trobeu un sistema d’equacions que defineixi els subespais vectorials generats pels vec-
tors:

a) ap = (1,-1,1,0), a2 = (1,1,0,1), a5 = (2,0,1,1);

b) aq =(1,-1,1,-1,1), ay = (1,1,0,0,3), a5 = (3,1,1,-1,7), ay = (0,2, -1,1,2).

10. Trobeu una base dels subespais vectorials generats pels vectors a;:
a) a; = (1,0,0,—1), ax =(2,1,1,0), a5 = (1,1,1,1), as =(1,2,3,4), a5 = (0, 1,2, 3);
b) a4 =(1,1,1,1,0), az = (1,1,-1,—-1,-1), a5 = (2,2,0,0,—1),
as = (1,1,5,5,2), as = (1,—1,—1,0,0).

11. Trobeu una base del subespai que generen els vectors (4, —5,2),(3,—-3,4),(1,1,-2) i
(2,—1,1). Estudieu si aquest subespai és el mateix que el generat pels vectors (1,—2,3) i

(2,0,—1).

12. Es considera a R® el subespai format pels vectors (xi,2,73,24,75) tals que
r3 = x1 + 19 — x4, T5 = T9 — x1. Determineu-ne una base i completeu-la fins formar

una base de R?.
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13. Es considera un espai vectorial E i una base {e1,e3,e3}. Demostreu que els vectors

{e1 + €2,¢e5 + €3, €3 + €1} també formen una base de E.

14. Si {vy,v9,v3} és una base d'un cert espai vectorial E. Demostreu que els vectors

{v1 + 2v9,2vy 4 3v3,3v3 + vy} també formen una base de E.

15. Demostreu que els vectors e; € R® formen base i trobeu les components de x en aquesta
base:

a) eg =(1,1,1), e2 =(1,1,2), e3 =(1,2,3), « = (6,9, 14);

b) e1 =(2,1,-3), e2 =(3,2,-6), e5 = (1, —-1,1), 2 = (6,2, 7).

16. Demostreu que els vectors (1,—1,¢),(—1,4,1),(z,1,—1) formen una base del C-espai

vectorial C*. Trobeu les components de (1 +4,1 —¢,i) en aquesta base.

17. Demostreu que v; = (1,1,0,0), v2 = (0,0,1,1), v3 = (1,0,0,4), vy = (0,0,0, 2) formen
una base de R*, i a més:
a) calculeu les components del vector = (1,0,2, —3) en aquesta base;

b) determineu les components d'un vector arbitrari en aquesta base.

18. Trobeu la férmula que relaciona les components d'un vector de R? respecte a la base
formada per e; = (1,0,0), e3 = (0,1,1), e3 = (0,0,1), amb les del mateix vector respecte
a la base formada per vy = (0,1,1), v = (1,0,1), v3 =(1,1,0).

. . b
19. Demostreu que el conjunt de les matrius de la forma (_ab a)’ a,b € R, formen un

R-espai vectorial. Trobeu-ne una base.

20. Sigui S el subconjunt de R™ definit per
S = {(wl,...,xn) S ]R"| a1x1 4+ FapT, = 0}7

amb ay,...,a, € R donats. Demostreu que S és un subespai vectorial de R™ i trobeu una

base de S.
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21. Proveu que C és un R-espai vectorial de dimensi6é 2 1 un C-espai vectorial de dimensié

1. Generalitzeu el resultat anterior a C".

22. A R* es consideren els vectors (1,4, —1,10), (6,10,1,0) i (2,2,1,1). Proveu que sén
linealment independents i trobeu un vector que juntament amb aquests tres formi una base

de R*.

23. A lespai R? es considera el subespai generat pel vector (3,—1). Trobeu dos
subespais que hi siguin suplementaris. Feu el mateix per al subespai de R? generat pels

vectors (1,—1,2),(—1,3,-2).

24. Considerem el subespai F =< e1,¢2,¢e3,e4 > de R? on e; = (1,1,-1), e2 = (3,8,2),
e3 =(0,-3,-3)1ey =(—-2,-2,2).
a) Trobeu una base i la dimensi6 de F.
b) Demostreu que (3,—17,—23) € F i busqueu les coordenades d’aquest vector en la base
donada a 'apartat anterior.
¢) Busqueu un subespai suplementari G de F.

d) Expresseu el vector u = (2,17,12) com a suma de viw,onv € Fiw € G.

25. Si S'i T s6n dos subespais vectorials de R® de dimensié 2, demostreu que SN T #

{(0,0,0)}.

26. Trobeu la suma i la interseccié dels subespais vectorials generats pels vectors a; amb

els generats pels b; on:

a) a; = (1 2,1), a3 =(1,1,-1), a3 = (1,3,3);

=(2,3,-1), by = (1,2,2), by = (1,1,-3).
) (0,2,—1), =(2,1,-1), az = (4,6, —4);
= (1,1,1), by = (1,2,3), by = (0,—1,—2).

27. Sigui F = {(z,y,2,t) | 2,y,2,t € R} el subespai de R* solucié de 'equacié x —y = 0
i G el subespai generat per (1,1,2,1)1 (2,0,—1,1). Trobeu les bases i les dimensions de
FGF+GFNG.
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28. Comproveu si sén subespais de R? els conjunts segiients:

a) A={(z,y,2)|z +2 =0}
b) B ={(z,y,2) ||z = |y };
c) C={(z,y,2) |z =+ 2};
d) D={(z,y,2)|v +y+2z=0}
e) E={(z,y.2) |z +ty+z=1}
f) F={(z,y,2) |t =y =0}
g) G={(z,y,2) |z =2 +y}

Trobeu una base 1 la dimensié dels que siguin subespais. Calculeu una base 1 la
dimensi6 de DNF, DNG, FNG, AND, D+ F, D+ G, F+G1 A+ D. Quines d’aquestes

sumes son directes?

29. A R? es considera el subespai A= < (0,1,1),(4,1,-1),(2,1,0) >
a) trobeu una base de A;
b) trobeu la condicié que ha de satisfer un vector (z,y, z) perque sigui de A;
¢) trobeu una base de B ={(a+3b—¢,b—c,a+2b) | a,b,c € R};
d) trobeu una base de AN B;
)

e) trobeu una base de A + B.

30. A R* es consideren els subespais vectorials S = {(x,y,2,¢t) ER*:a+y+2+t=0}1
Se = {(Aa+ p(2a+a*),0,0, A+ p) : A, p € R} on a € R. Calculeu per a quins valors de a
la dimensié de S, és minima. Doneu bases 1 dimensions de S, S,, SN .S, 1.5+ S, segons

els diferents valors de a. Per a quins valors de a és R* = 5 @ 5,7

31. Siguin U i Uy els subespais vectorials de M(2,R) definits per:

U1:{<_ab 2): a,bER}, UZ:{(S _dc>: c,d,eER}.

Calculeu la dimensié i una base de Uy, Uy, Uy NU5 1 Uy + Us.

32. Trobeu una base del subespai E de R® generat pels vectors e; = (1,2,0,3,0),e2 =
(1,2,—1,-1,0),e3 = (0,0,1,4,0),e4 = (2,4,1,10,1) i e5 = (0,0,0,0,1). Caracteritzeu els
vectors de R® que pertanyen a aquest subespai. Si F' = {(0,u,0,v,0) € R® : w,v € R},
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quina és la dimensié de £+ F1 E N F? Doneu condicions sobre les coordenades de

b =(0,0,0,b4,b5)" per tal que el sistema lineal Az = b, on les files de A sén els vectors

e;, 1t =1,...,5, sigui compatible. En els casos en que ho sigui trobeu les seves solucions.

33. A € M(n,R) és una matriu magica si la suma dels elements de cada fila, columna o

diagonal principal és sempre la mateixa.

a)
b)

c)

demostreu que el conjunt de les matrius magiques és un subespai de M(n,R);

feu el mateix per a les matrius magiques simetriques 1 per a les matrius magiques
antisimetriques;

en el cas n = 3, trobeu la dimensié 1 doneu una base de cadascun dels tres subespais

anteriors.

34. Denotem per S(n)i H(n) els subspais de M(n,R) formats per les matrius simetriques

1 antisimetriques respectivament.

a)

A M(n,R) definim la relacié,

A+ B!
A~ B <+— *

€ S(n).

Demostreu que ~ és una relacié d’equivalencia;

si A,B € S(n), demostreu: A-B € S(n) <= A-B =B A;

demostreu que S(3) és un R-espai vectorial de dimensié 6. Trobeu una base d’aquest
espai;

si A = (a;5) € M(n,R), definim la traca de la matriu A com el nombre real tr A =
ai1 + azz + -+ + apyn. Demostreu que si A € H(n), aleshores tr A = 0;

definim laplicacié f: M(n,R) = R, f(A4)=trA. Es f injectiva? I exhaustiva?

35. Suposem que E és un espai vectorial 1 .S un subespai vectorial de E. A l'espai vectorial

E definim les dues relacions seglients:

U~ v <= u—vesi
U~y v <= u,v és un sistema linealment dependent.

Demostreu que ~; compleix la propietat transitiva i ~9 no.
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36. A l'espai vectorial M sobre R de les matrius quadrades d’ordre n amb coeficients reals,
considerem els subconjunts S 1 T formats, respectivament, per totes les matrius simetriques
i per totes les matrius antisimetriques.

a) Demostreu que S i T sén subespais vectorials de M.

b) Calculeu la dimensié de S'i de T.

¢) Demostreu que M =S ¢ T.
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7. Aplicacions lineals
Aplicacié lineal

Definicié. Una aplicacié f : E — F entre dos K-espais vectorials £ i F és una
aplicacto lineal si
) flu+ ) = f(u) + F(0), Yu,0 €
i) fla-u)=a- f(u), Vu € E, Va € K.

Proposicié. f : E — F és una aplicacio lineal si, i només si,
flaru+p-v)=a-flu)+ 5 f(v), Yu,v € E, Vo, € K

Propietats. Si f : E — F és aplicacid lineal,

1. f(0g) = 0p;

2. fl—u) = —f(u);

3. H és subespai vectorial de E = f(H) és subespai vectorial de F;
4. H és subespai vectorial de F = f~!(H) és subespai vectorial de E.

Nucli i imatge d’una aplicacié lineal. Donada una aplicacié lineal f : E — F
definim:
nucli de f com l'antiimatge del vector Op:
Ker f = {u € E|f(u) = 00} = £~ (0);
imatge de f com el conjunt de totes les imatges dels vectors de E:

Im f = {f(u)|ue E}= f(E).

Propietats.
1. Ker f és subespai vectorial de E;

2. Im f és subespai vectorial de F.



70 7. Aplicacions lineals

Notacié. L’aplicacio lineal f : E — F, direm que és un
monomorfisme si f és injectiva
epimorfisme si f és exhaustiva
wsomorfisme si f és bijectiva
endomorfisme si B = F

automorfisme si f és un endomorfisme bijectiu.

Definicié. El rang d’una aplicacié lineal f : E — F és la dimensio del subespai Im f:

rang(f) = dim(Im f).

Proposicié. L’aplicacié lineal f : E — F és
injectiva <= Ker f ={0p} <= dim(Ker f) =0,
exhaustiva <= rang(f) = dim(F).

Teorema de la dimensié. Si f : E — F és aplicacié lineal, llavors

dim(Ker f) 4 dim(Im f) = dim(E).

Proposicié. Si E'i F sén dos K-espais vectorial de dimensié finita, dim(E) = dim(F)
i f:FE — F és aplicaci6 lineal, sén equivalents:
i) f és injectiva
ii) f és exhaustiva
iii) f és bijectiva
iv) f transforma bases en bases, és a dir, si {ej,e2,...,e,} és una base de E,

lavors {f(e1), f(ez),..., f(en)} és una base de F.
Proposicié. Si E és un K-espai vectorial i dim(E) =n > 1, llavors £ =2 K".

Corollari. Si E i F sén dos K-espais vectorials, dim(E) = dim(F) = n, llavors
E=F.

Proposicié. Siguin E i F' dos K-espais vectorials, dim(E) = n, {e1,e2,...,e,} una
base de E i v1,vq,...,v, vectors de F' (no necessariament diferents) llavors existeix una

unica aplicaci6 lineal f : E — F tal que f(e;) =wv;, Vi=1,...,n.

Corollari. Una aplicacié lineal queda completament determinada per les imatges

dels vectors d’'una base.
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Corollari. Dues aplicacions lineals f,¢ : E — F sén iguals si, i només si, coincideixen

sobre els vectors d'una base de E.
Operacions amb aplicacions lineals

Suma. Siguin f,g : E — F aplicacions lineals, llavors f + ¢ : E — F és 'aplicacio

tal que
(F+9)(u) = f(u) + g(u), VueE.
Producte per un escalar. Sigui f : E — F una aplicacié lineal 1 @ € K, llavors

a-f  E— F ésaplicacio lineal tal que

(- fHu)=a-f(u), Yue E.

Composicié. Siguin f : E — F., g : F — G aplicacions lineals, llavors go f : F — G
és l'aplicacid tal que

(g0 f)(u) =g(f(u)), YueE.

Propietats.
1. La suma de dues aplicacions lineals de E en F' és una aplicacio lineal.
2. El producte d’'una aplicacié lineal per un escalar és una aplicacid lineal.

3. La composicié d’aplicacions lineals és una aplicacié lineal.

Definicié. Donats dos K-espais vectorials (E,+,-) i (F,+, ) definim
L(E,F)={f : E— F|f és aplicaci6 lineal}

A L(E,F) considerem les operacions seglients: Vf, g € L(E, F), VA € K

L(E,F) x L(E,F) — L(E,F)
(f.9)—f+yg

K x L(E,F) — L(E,F)
(Ag) = A f

Proposicié. (L(E,F),+,-) és un K-espai vectorial.
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Definicié. En el cas que E = F, L(E,E) = £(E) és el conjunt d’endomorfismes de
E. Sif,ge&(E), gofel(E).

Representacié matricial d’una aplicacié lineal

Matriu associada a una aplicacié lineal. Si f : F — F és una aplicaci6 lineal,
B = {e1,eq,...,e,} una base de E 1 B' = {vy,vs,...,0,} una base de F, la matriu

associada a 'aplicacié lineal f respecte a les bases B i B’ és la matriu

fler) =a11-v1 +az -va+ -+ a1 - Uy

all aig . d1n

a1 aszy ... aon f(62):a12'v1‘I’a22'v2‘|’""|’am2'vm
My g p = on

Am1 Am?2 Amn

f(en):aln'vl‘l’aZn'vZ‘l’""l’amn'vm-

Calcul de f(v) utilitzant la matriu associada. Si f : E — F és una aplicacié
lineal 1 My g p la matriu associada a f respecte de les bases B = {eq,e2,...,€e,} de
E iB = {v,ve,....o;} de F, 12 = a1 € +a9- €+ -+, ¢, € E, llavors
fle)=y=y1-v1+y2-v2+- -+ Ym U, on

T aii a2 ... A1n T Y1

T2 az1 az2 ... Azp z2 Y2
flz) =Mypp - = : =

Ty ami Am?2 o Amn Ty Ym

Notacié. Siles bases estan fixades i per simplificar la notacié, My g g ho escriurem

simplement Mj.

Proposicio.
1. Siguin f,¢g : E — F aplicacions lineals, A € K, M; i M, les matrius associades a
f 1 g respecte a les bases B = {ey,¢2,...,¢,} de E 1B = {vy,v9,...,0,} de F, llavors
My + M, és la matriu associada a f + ¢ 1 A- My és la matriu associada a A - f respecte a
les bases B 1 B', és a dir,
i) Mf—l-g = Mf —I'Mgv
i) Mx.p =X M;y.
2. Siguin f : £ — F, g : F — G aplicacions lineals, My la matriu associada a f

respecte a les bases B = {ej,e3,...,e,} de E1 B’ = {v1,v2,...,v} de F, M, la matriu
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associada a ¢ respecte de les bases B’ = {vy,vq,...,0,} de F i B" = {wy,ws,...,w,} de
G, llavors My - My és la matriu associada a g o f respecte a les bases B 1 B", és a dir,

M,o; = M, - Mj.
Proposicié. Siguin F i F' dos K-espais vectorials, dim(E) = n, dim(F) = m, llavors

(L(E,F),+,) = (M(m,n,K), +, -, K).

Proposicié. Si f és un isomorfisme de E en F (aplicacié lineal bijectiva), llavors
dim(E) = dim(F)i f~! és un isomorfisme de F en E. La matriu associada a f~1 respecte
a les bases B' = {vy,ve,...,v,} de F1B = {ej,e3,...,€,} de E és la inversa de My, Mf_l,

on My és la matriu associada a f respecte a les bases B 1 B'.

Corollari. Tota matriu quadrada invertible representa un isomorfsme entre espais

vectorials.

Canvi de base a un espai vectorial

A un K-espai vectorial E de dimensié n, considerem dues bases B = {ey,¢e2,...,¢,},
B' = {e},eh, ... e, }. Un mateix vector u € E es pot expressar de forma unica com a

combinacié lineal dels vectors d’aquestes bases:

id : B base B’ B— E base B

u —  ig(u) = u.

!

u=yi-e1+ys-ea - Yn-en=a1-€ Fag-ehy - Fa, e

Si lexpresié dels vectors e}, ely, ... el respecte de la base B = {ey,ea,...,¢,} és:

!
€1 = a1 €1 tdzp e+ Fappc€p
!
€y = 12 - €1 F Ao €3+ -+ apz €y

en:aln'el‘I’a2n'62‘|’""|’ann'en

1
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llavors P- X =Y &6bé P 1.V =X:

A aix  diz ... dip a1 Y1
T2 | @21 a22 ... Q2q T2 _ Y2
P. — . =

Tn an1 An2 s £27378 Tn Yn

Y1 A

— 2 T2

P 1 Yy —
Yn Ty

Canvis de base i aplicacions lineals

Si f : E — F és una aplicacié lineal, A és la matriu associada a f en les bases

B={e1,ea,...,en} de E1 By ={vy,vy,...,05} de F, B és la matriu associada a f en les
bases B' = {e},¢e},... el } de E1B'y = {v],v4,...,0,,} de F, 1 P és la matriu de canvi
de base en E:

!
€ = a1 €1t azp e+ -+ apy ey

ail 412 Ain
!
€y = Q12 €] + Q22 €3 + -+ ap2 - €
2 12 1 22 2 n2 n ag1 a929 a9
:>P: n
/ a a ... a
€y = A1n - €1+ dap - €2+ F lnp - €y nt Tn nn
1 () és la matriu de canvi de base en F"
!
vy = by vy H by cvg oo by v
1 11 " U1 21 * U2 ml * Um biy  bio bim
!
v22612'vl‘l’bZZ'vZ‘l’""l’me'vm baq boo ... bam
ﬁ@:
/ b b o.0b
vm:blm'vl‘l’me'vZ‘l’""l’bmn'vm ml m2 mm

llavors:

7
Ebase B T) Fbase B

IdTP Q‘llId

B
Ebase B Fbase B

B=Q ' AP
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Teorema. Sigui B = {ey,¢3,...,¢,} una base de E, By = {vy,vs2,...,v,,} una base

de F,1 A, B € M(m,n,K) tals que existeixen matrius invertibles P i ) de forma que:
B=Q ' 4.P

llavors existeixen bases B' = {¢'y,¢'5,...,¢',} de B 1 B'y = {v'y,v'9,...,0",} de F, i una
aplicacio lineal f : E — F tal que:
i) A és la matriu associada a f en les bases B i By;

ii) B és la matriu associada a f en les bases B' i B;.

Canvis de base 1 endomorfismes

En el cas particular d'un endomorfisme f : E — FE, si A ésla matriu associadaa f enla

base B = {ey,¢2,...,¢,} de E, B ésla matriu associada a f en la base B’ = {e},¢e},... e}

de E, 1 P és la matriu de canvi de base en E:

!
€ =a11 - €1 +ag1 €2+ -+ apy ey

a1 di2 G1n
r_
€y = Q12 €1 F a2 €+ -+ ap2-ey p— ag1 4922 aon
/ a a ..oa
€y = A1n - €1+ dap - €2+ + lnp - €y nl Tz nn

llavors:

b
Ebase B T) Ebase B

IdTP P—llId

B
E base B/ ——— 7 E base B’

B=P ' A.P
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Exercicis

1. Digueu quines de les aplicacions seguents de R™ a R™ son lineals:

a) fl@,y,2) =(y+ 2,20 + 2,3z —y + 2);

b) fle.y,2) = (2 + 12+ 2);
c) fla,y,2) = (22 +y,a + 2,2%)
d) flz,y,2) = (2v +y, 2+ 2);
e) flz,y,z) = (v —y+22y)
£) fle,y) =0 +z,y,0—y);

g) flx,y) = (sinz,y)

2. Es pot trobar una aplicacié lineal f de R® a R? que compleixi f(1,-1,1) = (1,0) i

f(1,1,1) = (0,1)?
[ una g de R? a R? que compleixi g(1,—1) = (1,0), ¢(2,—-1) = (0,1) i g(—=3,2) = (1,1)?

3. Es considera l'aplicacié f : R®* — R? definida per f(x,y,z) = (x —y + o,z — y + ).

Calculeu a1 3 perque sigui lineal 1 trobeu en aquest cas Kerf 1 Imf.

4. Sigui I : R? — M(3,R) tal que:

T 0
h(l’,y) - —T Yy
0 y x—y

Proveu que h és lineal 1 trobeu el seu nucli 1 la seva imatge.

5. Trobeu una base de la imatge 1 una del nucli de les aplicacions lineals de R™ a R™

definides en bases canoniques per les matrius:
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6. Calculeu el nucli i el rang de les aplicacions lineals segiients, 1 comproveu que es satisfa

la formula dim(E) = dim(Ker f) + rang(f):

fli R3 — RZ
(1,0,0) — (1,0)
(0,1,0) — (1,0)
(0,0,1) — (1,1)

le R4 — R3
(1,0,0,0) — (1,1,0)
(0,1,0,0) — (0,1,0)
(0,0,1,0) —> (1,0,0)
(0,0,0,1) — (2,—1,0)

7. Sigui f un endomorfisme d’un espai vectorial que té una base formada pels vectors
{u,v,w,t}, on f(u) = u+ 2w, f(v) =v+w, flw)=2u+v+w, f(t) =2u + 2v + 4w.
Escriviu la matriu de f en aquesta base i trobeu una base i la dimensié dels subespais

Ker f1iIm f.

8. Sigui f : R* — R* I’aplicacié lineal definida per la matriu
2 -1 1 0
-1 1 0 -1
-1 0 1 -1
o -1 -1 2
a) Determineu l'antiimatge per f de (0,—2,—4,4);
b) trobeu el rang de f;

¢) determineu el nucli de f.

9. Sigui A el conjunt de totes les matrius de la forma

“ b),amba,b,cER.
0 ¢
a) Demostreu que A és subespai de M(2,R);

b) demostreu que les matrius

10 0 1 0 0
w=(o0) 2e=(50) 2=(o 1)

formen una base de A;

c¢) si definim f: A — M(2,R) per

a b c b
(6 0)-G ),
demostreu que f és una aplicacio lineal;

d) quina és la matriu associada a f prenent {M7, My, M3} com a base de A?
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10. Sigui f: R® — M(2,R) 'aplicacié lineal:

. x4y r—z+t
f(:l:,y,z,t,u) - <y_|_u 2x—l—t—Z—U>

a) Calculeu la matriu associada a f en les bases canoniques:

{(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} de R5,

(0000090 0 weam

b) Calculeu una base i la dimensié dels subespais Ker f 1 Im f.

)
. 10 0 0
-1 -1
¢) Trobeu les antiimatges f (0 1), f (0 1).
d)
)

e

Determineu si f és injectiva, exhaustiva 1 bijectiva.

Calculeu la matriu associada a f en les bases:

{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1),(1,0,0,0,0)} de R5,

(3G 003 (4 D)aerem

11. Sigui
0 «
Ez{(b c)EM(Z,R)|c:a—I—b}

un R-espai vectorial. Considereu I’endomorfisme f : E — E donat per

0 «a 0 3¢+ 3a
f((b c>>:<—2a—b a—b—|—3c>'

Trobeu una base de E, la matriu associada a f en aquesta base 1 bases de Ker f i1 Im f.

12. Considereu les aplicacions S, H : M(n,R) — M(n,R) definides respectivament per:
1 o . 1 .
S(A):§(A—|—A) i H(A):§(A—A), per a cada A € M(n,R).

a)

b) Determineu els nuclis i imatges, i calculeu els rangs.
¢) Comproveu que S? =S, H* =H i S+ H = id.

Q)

Demostreu que S 1 H sén lineals.

Doneu les matrius associades en la base canonica per a n = 2.



7. Aplicacions lineals 79

13. Un endomorfisme d'un R-espai vectorial E té per matriu associada en una certa base

la matriu
11 1 1
1 a 1 1
4= 1 1 a 1
1 1 1 a

Trobeu Ker f segons els valors de a.

14. Donat I'endomorfisme de R?, f,.(z,y,2) = 2z + y + 22,2 + y,x + 2y + rz),
a) trobeu el valor de r per al qual f, té el rang més petit possible;

b) calculeu una base i la dimensié de Ker f, i Im f, per a aquest valor;

¢) siw=(1,2,1), caleuleu fr(w)i £ (fr(w)).

15. Siguin E, F G tres espais vectorials 1 f : E — F 1 g : F — G dues aplicacions lineals

que tenen per matrius en certes bases

0 0
0 1 1
1 0

o OO
o O = O
Y el e

respectivament. Calculeu Ker f, Ker ¢, Ker(go f), Im f, Im ¢, Im (g o f).

16. Sigui E un R-espai vectorial, {e, €3, e3} una base de E i1 f un endomorfisme de E tal
que f(e1) =e1 + €2, f(e2) = e1,Ker f =< e1 +e5 >.

a) Calculeu Ker fiIm f.

b) Es E = Ker f & Im f?

¢) Calculeu f2.

17. Sigui f un endomorfisme de R* que en la base canonica té per matriu associada

2 0 1 —1/2

0 2 0 -1
A=11 30 -

~1 11 0

a) Vegeu si f és isomorfisme.
b) Calculeu la matriu associada a f~! en base canonica.

c¢) Calculeu 'antiimatge per f del vector (1,2,—1,0).
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18. Demostreu que les segiients aplicacions lineals L : R® — R? sén isomorfismes.
a) L(x,y,z)=(x —y,x+ 2z, +y+32).
b) L(z,y,z) =2 —y+z,2+y,3x+y+2).

19. Si f € L(R? R*) té per matriu associada

0 o O

2 o 0
A_()Z—oz7

2 0 1

calculeu per a quins valors de « 'aplicacio f és injectiva i per a quins exhaustiva. Trobeu

per a quins valors de « el vector (1,2,2,1) és de Im f.

20. Siguin E. F, G 1 H quatre espais vectorials de dimensi6 finitai f : E — F, ¢: F — G
1 h: G — H tres aplicacions lineals tals que f és injectiva, h és exhaustiva, Ker ¢ = Im f

i Ker h = Im ¢g. Demostreu que si dim(F) = dim(G), llavors dim(E) = dim(H).

21. A un espai R-espai vectorial E fixem una base {e1,e2,¢3} 1 al R-espai vectorial F la
base {vy,vs}. Utilitzant aquestes bases, tenim una aplicacio lineal definida per
fla,y,2) = (x — 22,y + 2).
a) Trobeu la matriu A associada a f en les bases donades.
b) Trobeu la matriu B associada a f en les bases {e1 + e3 + e3,2¢e1 + 2e3,3e3} de E i
{2vy,2v,} de F.
¢) Mitjancant B, trobeu la imatge del vector —2ey + 2ey — 2e3.
d) Trobeu la matriu C' associada a f en les bases {e1,e3,e3} de E'i {201,202} de F.
e) Trobeu la matriu D associada a f en les bases {e; + €3 + e3,2¢1 + 2¢e3,3e3} de E i
{v1,v2} de F.

22. Sigui f : R* — M(2,R) una aplicacié lineal tal que f(2,1,0,0) = <(1) §>7

0

triu associada a f en les bases canoniques de R* i M(2,R).

f(1,1,1,1) = (0 _11> i Ker f = {(:zj,y,z,t) c R*: :z:—l—y:t,z::Qt}. Trobeu la ma-
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23. Es consideren les bases {uy, ug, uz, uy} de R*i {vy,v2} de R?, considerem les aplicacions

lineals f : R* — R? definida per
flur) = v1 +va, f(ug) =v1 — 202, Ker f =< uy — 2uy + uz, uy — 2uz + uy >

ig:R? - R% que en les bases donades té per matriu associada

0 1
4 —4
0 0
-1 1

a) Estudieu si f o ¢ és injectiva o exhaustiva. Trobeu una base i la dimensié del nucli i
de la imatge de fog.

b) Feu el mateix per a g o f.

c) Es R* suma directa de Ker(go f)i Im(go f)? I de KerfiImf?

d) Trobeu la matriu associada a f en les bases v} = uy + ug, v = vy —us, uf = vz — uy,

u), = uy de R*1v] = 3vy — 209, v = —5vy + 6vy de RZ

24. Considerem l'endomorfisme donat per

f M2R) — M(2,R)
(Z fz) (aad 2(—a—|_—bb+—cc—|—d)>‘

a) Doneu la matriu associada a f en la base canonica

(o0)(0 o) (7 )6

b) Trobeu una base i la dimensié del nucli i de la imatge.

c) Es M(2,R) suma directa del nuclii de la imatge?

= O
N

d) Trobeu la matriu associada a f en la base

)00 e) ()

25. Sabem que una aplicacié lineal f de R* a R? satisfa f(1,2,3) = (1,0), f(2,5,3) = (1,0)
i £(1,0,10) = (0,1).

a) Trobeu la férmula que defineix f.

b) Calculeu la imatge de (1,1,1).

C

—_ =

R N

Trobeu el nucli i la imatge de f.
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12 0 3 0
1 2 -1 -1 0

26. 5iguiA=10 0 1 4 0| ambaeR.
2 4 1 10 a

0 0 O 0 a
a) Trobeu una matriu P tal que P - A sigui una matriu esglaonada per files. Quina és la
dimensi6 de 'espai generat per les files de la matriu A?
b) Segons el valors del parametre a € R, discutiu la solucié del sistema d’equacions lineals
A-z=y,amby=(1,1,0,3,1)". Trobeu la solucié quan a = 1.
c) Si f: R® — R® és I'aplicacié lineal que té A com a matriu associada en la base

canonica de R®, calculeu la dimensié i una base de Im f. Es f injectiva?

27. Sigui f : R® — R?® una aplicacié lineal, que en la base u; = (1,1,2), uz = (=1,2,1),

us = (1,—1,1) (a la sortida i a l'arribada), té per matriu associada

5 1 3
B=|-5 -1 -3
8 -1 -5

a) Trobeu la matriu de f en base canonica (a la sortida i a 'arribada).

b

)

) Trobeu el rang de f, una base de Im f, la dimensi6 1 una base de Ker f.
¢) Es f injectiva? I exhaustiva?
)
)

d) Proveu que E = Ker f? @ Im f2.
e) Trobeu l'antiimatge del vector w = (a,b, —b) = auy + buy — bugz segons els valors reals

de a¢ 1 b. Doneu el resultat en base canonica.

f) Doneu una base del subespai f(Im f?).
g) Calculeu f~'(H),on H = {(z,y,2) eR? |z +y+32=0}.

28. Siguin u i v dos vectors no nuls del pla tals que no hi ha cap constant ¢ # 0 amb v = cu.
Sigui L una aplicacié lineal del pla sobre ell mateix tal que L(1,0) = v i L(0,1) =
Descriviu la imatge del rectangle de vertexs (0,1), (3,0), (0,0) i (3,1) per I’aplicacié L.

29. Sigui f : E — E un endomorfisme que compleix rang(f) = 1. Demostreu que existeix

un escalar t tal que f2 =1 f.

30. Proveu que donada qualsevol aplicacié lineal f : E — F existeixen bases de E 1 F

) , (1 S ,
tals que la matriu de f en aquestes bases és ( OT 8) . Quin significat té r?
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31. Un endomorfisme f : E — E es diu un projector si f2 = f. Demostreu que:
a) f ésun projector si, i només si, I — f ho és.
b) Si f és un projector, E = Ker f & Im f.
¢) Si fig sén projectors determineu condicions necessaries i suficients per a que f + ¢
també ho sigui.

d) Si f és un projector, trobeu les relacions existents entre Ker f, Im f, Ker (I — f),

Im(I - f).
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8. Determinants

Existéncia i unicitat
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Sigui K el cos Ro Ci A€ M(n,K), A= a;;], denotarem per «; les seves columnes:

a1 di2 G1n
az1 a9 . aon

A= =(a1, @, ..., ap),
anl adn2 Anpn

Definicié. Una aplicacié

D :MnK)—-K

(a1, @z, ..., ap)—D(ay, az, ...,

direm que és de tipus determinant si satisfa:

VD(..., Bi+i )=D(..., B, )+ D(
N D(..., Aai, ...)=AD(..., iy ...)

3) D(..., «, .y, )=—D(..., «oj, ;
4) D(I,) = 1

5)D(..., aj, , Qi )=0

Proposicié. 1), 2),3)i4) < 1), 2),4)15).

ai;
az;
on o; =
Anj
ap ) €K
Vis )
o, )

Observacié. Direm que 'aplicacid és multilineal (lineal respecte a cada columna), i

alternada (al permutar dues columnes, canvia de signe).

Notacié. A;; és la matriu resultat de eliminar la fila ¢ i la columna j de la matriu A.
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Proposicié. L’aplicacio seglient

D ajx  diz \
= dj11d22 — 412021

az1 @22
és de tipus determinant i és I'inica aplicaci6 de tipus determinant de M(2,R) en R.
Teorema. Vn > 1, sigui D : M(n — 1,R) — R una aplicacié de tipus determinant.
Vie=1,...,n definim:

fi :M(n,R)—R

A= fi(A) =) (=1)a;;D(Ayj),

llavors f; és de tipus determinant Ve =1,... n.
Corollari. Vn > 1, existeix una aplicacié de tipus determinant de M(n,R) en R.

Teorema. Existeix una tnica aplicacié de tipus determinant D : M(n,R) — R i es

pot expressar de la forma:

7

D(A) = Z(—l)iJrjaijD(Aij)-

J=1

Es a dir, totes les f; anteriors sén iguals, f1 = f; = --- = f,. Farem servir la notacié

seguent:
n

det(A) = |A] =) (=1)"ay; det(Ay;) =

J=1

=) (—1)*Magjdet(Ay;) =+ = > (—1)"ay; det(A,;)
j=1 J=1

que es coneix amb el nom de desenvolupament per una columna.
Propietats dels determinants

1) Si una columna té dos sumands es pot descomposar com a suma de determinants:

det (..., Bi+~v, ...)=det(..., B, ...)+det(..., v, ...)

2) Si una columna apareix multiplicada per A es pot treure A fora del determinant:

det (..., Aoay, ...)=Adet(..., ai, ...)
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3) Al intercanviar dues columnes el determinant canvia de signe:

det (..., @i ..., aj, ...)=—det(..., a;, ..., aj ...)

4) Si A té dues columnes iguals el determinant és zero:

det (..., @y ooy @y ...)=0

5) El determinant de la matriu identitat és 1:

det(l,) =1

6) El determinant no canvia si a una columna li sumem una altre columna multiplicada
per un escalar:

det (..., @i ..., aj+da;, ...)=det(.... a;, ..., o, ...)

7) Si a la matriu hi ha una columna de zeros, el determinant és zero:

det(..., 0, ...)=0

8) Si dues columnes sén proporcionals, el determinant és zero:

det (..., @iy ooy Aag, ... )=0.

Proposicié. Si A € M(n,K)i@Q,Q1,...,Qr sén matrius elementals per columnes,
a) det(A - Q) = det(A)det(Q)
b) det(A- Q-+ Qr) =det(A)det(Q)...det(Qx).

Proposicié. Si A € M(n,K), A és invertible si, i només si, det(A) # 0.
Lema. Si A € M(m,n,K) i B € M(n,p,K), rang(A - B) < min{rang(A), rang(B)}.
Proposicié. Si A, B € M(n,K),

a) det(A - B) = det(A) det(B);

b) det(A") = det(A).

Observacié. Donat que det(A") = det(A), les propietats per columnes sén valides

per files.

Proposicié. El determinant d’una matriu triangular (en particular, el determinant

d’una matriu diagonal) és el producte dels elements de la diagonal.

Calcul de determinants. El desenvolupament per columnes (files) transforma el
calcul de determinants d’ordre n en el calcul de n determinants d’ordre n — 1. Per tant
és convenient escollir una fila o una columna que tingui molts zeros. Si no existeix es pot

aconseguir mitjancant canvis elementals que no alterin el valor del determinant.
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Matriu inversa

Definicié. Si A € M(n,R), Uadjunt de A, adj(A), és la matriu donada per
adj(A)(,7) = (=1)" det(Aj;).
El det(A;;) s’anomena menor complementar: de 'element a;;.

Teorema. Si A és invertible, llavors

A7l = cadi(A).
dera) v
Teorema. Si A és invertible llavors
1
det(A™1) = :
AT = Gera)

Teorema. El determinant de la matriu associada a un endomorfisme f : E — FE és

invariant per canvis de base.

Teorema. El determinant de la matriu associada a un isomorfisme f : E — F és

diferent de zero.

Rang d’una matriu

Proposicié. El rang d'una matriu A € M(m,n, K) és la dimensié6 del subespai generat

pels vectors columna de A.

Propietat. La dimensié del subespai vectorial generat pels vectors columna, és la

mateixa que la dimensi6 del subespai vectorial generat pels vectors fila.

Definicié. Un menor d’ordre r de la matriu A € M(m,n,K), amb r < m,n, és el

determinant d’una matriu formada pels elements de r files 1 r columnes de A.

Calcul del rang. rang(A) = r <= existeix un menor d’ordre r no nul, i tots els

menors d’ordre més gran que r son nuls.

Proposicidé. Donats n vectors de R™, vy, va. ..., v,, son linealment independents si, 1
2 2 2 2 2 2

només si, det(vy,va,...,v,) #0
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Sistemes d’equacions lineals

Resoldre un sistema d’equacions lineals s format per m equacions amb n incognites:

aj 1Ty 4+ appTy + -+ anT, = by
a1T1 + agex2 + -0+ a2pT, = by
(5)
Ap1T1 + 22+ + App T = by,
equival a trobar tots els escalars z1,x4,..., 2, € K que satisfacin les m equacions.

Considerem l'aplicaci6 lineal f : K* — K™ definida per

f(xla---axn):(allxl‘l’""l’alnwna 7am1x1‘|’""|‘amn$n)EKm

1 les matrius seguents:

aijl ai2 Ain aijl ai2 Ain bl
A — as1 a2 T Ao2n A — as1 a2 T Ao2n 52
ami Am?2 Amn ami Am?2 Amn bm

La matriu A és la matriu associada a f en les bases canoniques de K® 1 K™. Les

solucions del sistema sén els vectors @ = (x1,...,2,) tals que f(z) = (by,...,by) = b.

Proposicio.
1. El sistema f(a) = b té solucié si, i només si, b € Im f.

2. Si x¢ és una solucié de f(x) = b, llavors el conjunt de totes les solucions és
x9 + Ker f.

Teorema. El sistema f(2) = b té solucid si, i només si, rang(A) = rang(A') =r. Si

té solucio, és unica si, 1 només si, r = n.

Regla de Cramer. Sigui A € M(n,R), det(A) # 0,

ai; €1 by
az; T2 by

A=(a1, @z, - ap), ;= , X = , B=
Anj Ty bn

Si el sistema A - X = B té solucid tnica es compleix;

B det(oq,...,ozi_l,B,ozH_l,...,ozn)‘

e det(A)
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Exercicis

a b ¢
1. Suposant que |d e f| =5, calculeu els determinants seguients:
g h 1
d e f —a —-b -—c
a)lg h 1], b)| 2d 2e 2f],
a b ¢ —g —h —i
a+d b+e c+f a b c
e)| d e f |, d|d=3a e—3b f—3c|.
g h ? 2g 2h 21

2. Trobeu els valors de A tals que det A = 0 on

A—6 0 0
a) A:(Azl A__24>, b A= 0o A -1
0 4 A—4
3. Calculeu els determinants segiients:
2 1 2 3 -1 5 0 21
a)|0 3 —1/, Bl-1 2 1], -1 3 0
4 1 1 -2 4 3 2 4 3
-1 2 1 2 1 1 02 4 1 2
1 2 4 1 0.01 1 1 3 2 3
Do o 13 912 211 o Do 4
3 2 -1 0 3 1 2 5 -1 -2
4. Calculeu el determinant de la matriu A = (a;;), on a;; = |t — j|.
1 z 2?2 28
5. Proveu que (z — 1)* divideix el polinomi bl
1 2 3 4
1 4 9 16

O OO



6. Demostreu la formula segtient:

7. Demostreu la formula segtient:

1 2 3
2 3 4
3 4 53
n n+1 n+2

8. Utilitzant el problema 6 comproveu que

9. Calculeu els determinants segiients:

1 1 1 1
1 2—=x 1 1
a) |1 1 3—=2 1
1 1 1 (n4+1)—=

T a «a a
a x a a
a a x a :(:1;
a a a x

8. Determinants

n
n-+1
n+2 | =0,
2n —1
1 1
a 1
: 1 =(a—1)""Ha+n-1)
1 a
1 2 3 n—1 n
2 3 4 n n
b) 3 4 5 n n
n—1 n n n n
n n o n n n

10. Si a € R, a # 0, trobeu les arrels de l'equacié,

Q2 Q8
QR Q
QR Q2

2 2o o
I
o

11. Si A, € M(n,R) és la matriu tridiagonal de Fibonacci d’ordre n,

91
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1 1 0
-1 1 0
Adn=110 -1 0
; 1
0 -1 1
demostreu que a, = det A, és la successido de Fibonacci donada per a; = 1,a
ap = Gp—1 + Gp_2, si n = 3.
12. Resoleu el sistema d’equacions lineal segtient
dr + y + + w = 6
3v + Ty + w = 1
Tr + 3y 52 + 8w = =3
r + y 4+ z + 2w = 3

a) Utilitzant la regla de Cramer.

b) Utilitzant el metode d’eliminacié de Gauss.

13. Utilitzeu determinants per a calcular el rang de les matrius segtients:

2 -1
(a) | 1 0.3
3 =2
3 -1
5 -3
] _3
7T =5

w O

= O W

el ©

— O

~~
o
~—

—~
[oW
~—

0O W W 00 W =] OT DD

14. Estudieu, segons els valors dels parametres, els sistemes seguients:

T + y + mz
a) r + my + oz
mx + y + z
axr 4+ 3y = 2
c) 3vr + 2y = a
20 + ay = 3

333

b)

kx

=

{(a—l)x

6azx

+ o+ ++

3 5 -1

-1 -3 4

1 -1 7

7 9 1

3 -5 2 3

-6 -7 4 2

3 -8 2 7

3 1 2 =5

6 -1 4 -6

— ay = 2

— (a=2)y = 1l—-a
z 4+ t = 1
z 4+ t =k
kz + + = k2
s + kt = K3

9 =21
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ar 4+ by 4+ 2 o= 1 ax 4+ 2y 4+ 3z 4+ uwu = 6
r + 3y - + 2u = b
e) r + aby + z = b f)
v o+ by 4 ar = 1 3r — ay + = 2
or + 4y + 3z + 3u = 9
ar + by + ¢z + dt = d—c
g) r + 2y — 3z + 4 = 0
y — z + 2t = 1.
15. Discutiu a C els sistemes segiients:

r — ay + a*z = a ar + by + 2z = 1
ar — a’y + az = 1; ar + (2b—1)y —+ 3z = 1
ar + y — ad’z = 1 ar + by + (b+3)z = 2b—1.

16. Discutiu el sistema d’equacions segtient en R i resoleu-lo per a a = —31 a = 2,
T+ 2y =
-+ y+ t

x4+  3y+ 2az+ 2t
20+ 6y+ 224+ ot

|
I R O

17. Si a M(n,R) es defineix la relacié A ~ B si, i només si, det A < det B. Demostreu

que és reflexiva, transitiva pero no és simetrica ni antisimetrica.

18. Sigui A una matriu n X n, demostreu que:
a) det(adjA) = (det A)"~1;
b) si rang(A) =n — 1, llavors rang (adjA) = 1.

19. Si A € M(n,R) té exactament (n — 1) elements no nuls, aleshores demostreu que

det A = 0.

20. Sigui A una matriu 2 x 2 tal que A? = 0. Demostreu que, per a tot a, det(al —A) = a?.

21. Demostreu que si A € M(n,R) és una matriu ortogonal, A=1 = A’ llavors det A% = 1.

22.Sin > 1,a9,...,a, € Ri A € M(n,R)sén tals que ag # 01 agl,+a1 A+---+a, A" =0,

demostreu que A és invertible.
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23. Sigui A una matriu quadrada n X n formada per nombres enters entre 01 9. Demostreu
que si les files o les columnes de A, llegides com un nombre amb z xifres, formen un nombre
multiple de 3 aleshores det A també sera multiple de 3. Comproveu, sense fer explicitament

els calculs, que el determinant segtient és multiple de 3:

S 00N
[SLEE N )
= Oy =
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9. Exercicis de recapitulaci6

La llista de problemes d’aquest capitol és un recull d’exercicis de temes diversos. En
alguns d’ells intervenen conceptes de més d’'un tema. D’altres séon problemes d’examens

de cursos anteriors d’Algebra 1 Algebra 1.
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Exercicis

1. Demostreu per induccio:

& 1 n+1
Yn >0 =
=0 ;(2%:4—1)(2%:4—3) o + 3

2. Es considera 'aplicacié f: RT x Rt — R definida per:

f(e.y) = log — logy.
Es defineix la relacié associada a f de la forma seglient: (z,y) ~ (2',y') & f(a,y) =

f(a',y"). Comproveu que és una relacié d’equivalencia i doneu una interpretacio geometrica

de les seves classes.
3. Proveu que un conjunt finit totalment ordenat és un conjunt ben ordenat.

4. Demostreu que la composicié d’aplicacions bijectives és bijectiva. Es cert el reciproc?

Justifiqueu la resposta.

5. Es considera 'aplicacio

e:{1,2,....n} x{1,2,....m} — {1,2,...,n-m}

(1,7) — (i —1)m+.

a) Proveu que ¢ és bijectiva.

b

C

d

Doneu un algorisme per calcular 'antiimatge d’un element.
Calculeu ¢~1(4843), en el cas n = 130, m = 100.
Generalitzeu ¢ al cas

{1,2,....,n} x{1,2,....m} x{1,2,....r} — {1,2,....n-m-r}.

)
)
)
)

6. Sigui A un conjunt i § C A. Considereu la funcié ys: A — {0,1} definida per
0, stae AN S,
Xs(a) = { 1, sta€eS.
Definiu ara l'aplicacié o: P(4) — {0,1}* del conjunt de parts de A al conjunt de
totes les aplicacions de A a {0,1} posant o(S) = s per a qualsevol S € P(A). Proveu
que P(A) i {0,1}* sén equipotents, és a dir, que o és bijectiva.
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7. En el conjunt R es defineix l'operacié binaria @ * y = 22y + a(x + y), on o € R. Per a

quins valors de « 'operaci6 és associativa? Justifiqueu la resposta.

1 1 0
8. Considerem la matriu A= | 0 2 1 |. Demostreu per induccié que
0 0 3
1 2n—1 L-ong 2t
A"=10 2" 3n—2n , Vn>1.
0 0 3"

9. A M(n,R) definim la relaci6 A~ B < A-B=B-A, VA B € M(n,R). Es una

relacié d’equivalencia?

10. Donada la matriu A € M(n,R), definim en M(n,1,R) la relacié seglient:
X~Y <= A - X=A4'Y

a) Vegeu que és relacié d’equivalencia.

b) Si A és inversible, trobeu la classe [X] per X € M(n,1,R) qualsevol.
¢) Trobeu la classe [X] per X = ( 21> 1A= (_24 _21>

11. Sigui A = (; Z), considerem el conjunt F' = {B € M(2,R): A-B =aA, a € R}.
a) Demostreu que si X,Y € F i A\, u € R aleshores AX 4+ pY € F.

b) Demostreu per induccié que si B € F, aleshores B™ € F per a tot n > 1.

12. Considerem la matriu M =

a) Calculeu A", on A =1— M.
b) Calculeu B, T+ A+ A2+ .-+ A",

c¢) Calculeu B = lim B, i comproveu que B = M ™!,

n—oo

o
Wl N

) € M(2,R).

i

1k
E 0

z,y, 7z tals que xA? 4+ yA + 21, = (8 (1)> .

13. Sigui A = (

). Proveu que si k # 0 no és possible trobar tres nombres reals
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14. Discutiu segons els valors de a, b, ¢ € R 1 resoleu en tots els casos de indeterminacio el

sistema seguent:

zx - z + t = - 4
y - z 4+ at = 1
xr -y + = b
axr + Yy - z = C

15. Discutiu 1 resoleu segons el parametre a € R el sistema seguient:

1 + x2 — 3 + awxs4 + 2axs = 2
20 + w3 4+ x4 + (a—1)xs = 4
- 1 + X2 + ars — T4 = 0

16. Sigui A = {(z1,...,2,) ER™: @14+ ---+ 2, =0}.
a) Proveu que A és un subespai vectorial de R"™;
b) Trobeu una base del subespai A. Quina és la seva dimensié?
. 2 1
17. Sigui A = 11

A és un subespai vectorial de M(2,R). Trobeu la dimensié i una base d’aquest subespai.

. Proveu que el conjunt format per les matrius que commuten amb

18. Siguin U =< (1,1,3),(-1,2,3) > i V =< (2,1,2),(2,—1,—2) > subespais de R>.
Calculeu les bases 1 dimensions dels subespais U +V 1 U N V. Determineu els valors de a

1 b per tal que el vector (a,2a + 1,b) pertanyi al subespai U NV.

19. Considerem els subespais de R?* segiients:
F=<(1,0,-1,0),(2,1,0,1),(1,1,1,1) >,
G=A{(z,y,z,t)|x =2y +2=0,20 4y —t =0},
H,=<(3,1,-1,2),(1+a,1,1 —a,a) >on a € R.

Calculeu la dimensi6 1 trobeu una base dels subespais F, G 1 H, segons els valors del

parametre a. Son iguals els subespais GNF 1 GNH,?

20. Sigui V un K-espai vectorial i f : V — V una aplicacié que compleix per a tot u,v € V
i A €K, flutv)=flu)+ f(v) i FOw) = Af(u).
A V es defineix la relacié v ~ v si, 1 només si, f(u —v) =0 per a tot u,v € V.

a) Demostreu que ~ és una relacié d’equivalencia.
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b) Si f és a més injectiva, demostreu que si u ~ v aleshores u = v.
¢) SiV=R*K=Rif:R*— R?és l'aplicacié definida per f(z,y) = (3z+y, 9z + 3y).

Proveu que els elements (0,1) i (1, —2) pertanyen a la mateixa classe d’equivaléncia.

21. Demostreu que 'espai vectorial E és suma directa de dos subespais V' 1 W si, 1 només
si, cada vector de E es pot expressar de manera unica com a suma d’'un vector de V 1 d’'un

de W.

22. Siguin V 1 W dos subespais de l'espai vectorial E. Demostreu que:
a) si E=V 4+ W, llavors dim(E) < dim(V) + dim(W);
b) si E =V @& W, llavors dim(E) = dim(V') + dem(W);
¢) si E=V 4+ W, llavors dim(E) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W).

23. Sigui E = {a:z;2 +bxr+c: abceE R}, F={AeM3,R): A'=—-A4} i G = R
Considereu les aplicacions lineals f : E — F' 1 ¢ : F — G definides per:

0 —a—b —-b—c 0 —a b
f(a:z;2+b:1;—|—c): a+b 0 —c i g a 0 —c = (a,c+b,a+ec).
b+ c c 0 b ¢ 0

a) Trobeu les matrius associades a f,¢g 1 gof enles bases de E, F' i G seglients: {:1;2, x, 1},

0 -1 0 0 0 -1 00 0
1 0 o],{oo0o o ]),[l0o 0 —1]}if{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
0 0 0 10 0 01 0

b) Proveu que g és bijectiva i calculeu g7 (V) on V = {(z,y,2) € R®*: a2 =y = z}.

Z) =(a+d, a, b—c, b—c+2d)

a) Calculeu la matriu associada a f en les bases canoniques:

too)(o0) (0 0)- (01

{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

24. Sigui f: M(2,R) — R* laplicacié lineal: f (Ccl

b) Calculeu una base i la dimensié dels subespais Ker f i Im f.
¢) Trobeu les antiimatges del vector vy = (—2,1,3,—3) i del vector vy = (1,2,1,2).

d) Calculeu la matriu associada a f en les bases:
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to o) (o) (0 9)G 0

{(1,1,1,1),(0,0,0,1),(1,0,-1,1),(1,0,0,2)}.

25. Sigui r(x) € R[z] un polinomi de grau 1 (no constant). Per a n > 2, considerem
I’aplicacio:
[ Rpla]
p(e)

H
H
a) proveu que f és lineal;

b) determineu dim(Ker f) i rang(f).

26. Sigui E un R-espai vectorial, {ey, es, e3} una base de E'i f un endomorfisme de E tal
que f(e; —e2) =0, f(er + ez +e3) = 4es + Bes, flea + e3) = ez + 3ez. Caleuleu f(v) on

v = 3e1 + 4ey + Geg 1 estudieu si f és injectiva, exhaustiva o bijectiva.

27. En R? dos endomorfismes f i ¢ tenen per matrius associades en una certa base

e

I
— N
b
— =N

&

I
— = o
— o b
e QR

respectivament,

a) proveu que el conjunt S = {u € R® | f(u) = g(u)} es un subespai vectorial de R? i

calculeu una base de S,

b) calculeu el rang(g o f).

28. Donat ’endomorfisme f : R? — R? definit per:

flz,y,z) =((m —2)x + 2y — 2,20 + my + 2z,2ma + 2(m + 1)y + (m + 1)2))

demostreu que la dimensio del nucli és zero excepte per a valors particulars de m. Per a

aquests valors doneu les dimensions 1 bases del nucli 1 de la imatge de f.
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29. Sigui F un K-espai vectorial, dim(E) = n > 11 f un endomorfisme en E tal que
=011 A0,
a) demostreu que existeix e € E tal que {e, f(e),..., f"1(e)} sén linealment indepen-
dents;

b) calculeu la matriu de f en aquesta base;

c¢) calculeu Ker fiIm f.

30. Definim l'aplicacid

I Rofz] — Ryx]
p:a—l—bx—l—c:1;2 — f(p) = a + ba.

Proveu que:

a) f és un endomorfisme i que f* = f;

b) Ker f & Im f = Ryx].

31. Sigui U un espai vectorial 1 f : U — U una aplicacio lineal. Definim:
Up={uel: f(u)=u}, Upy={uelU: f(u) = —u}.

Proveu que:
a) U1 N U2 = {0},
b) U=U; & Us,.

32. Sigui E un R-espai vectorial, dim(E) =n i f un endomorfisme en E.
Quina és la dim(E) si Ker f = Im f?

Pot ser f isomorfisme si Ker f =Im f7

Si f? = 0 quina és la relaci6 entre Ker fiIm f?

Si dim(Ker f) = dim(Ker f?) quina és la relacié entre Im f i Im f2?

33. Sigui f: R™ — R™ una aplicacié lineal.
a) Proveu que dim(Ker f NIm f) 4+ dim(Ker f +Im f) =n.
b) Fent s de l'apartat anterior, proveu que si dim(Ker f + Im f) = n/2 llavors es
compleix Ker f NIm f = Ker f + Im f.
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34. Siguin U 1 W subespais d'un espai vectorial E. Demostreu mitjancant els pasos indicats
que

dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dem(U N W).

a) Demostreu que 'aplicaciéo L : U xW — E donada per L(u,w) = u—w és una aplicacié
lineal.

b) Proveu que la imatge de L és U + W.

¢) Demostreu que el nucli de L és el subespai de U x W format pels elements (u,u) on
u € UNW. Trobeu una base 1 la dimensié d’aquest subespai.

d) Apliqueu el teorema de la dimensié per concloure la demostracio.

35. Demostreu que el determinant de qualsevol matriu antisimetrica A € M(n,R) amb n

senar és zero.

36. Trobeu el valor de n € N, sabent que

1 n n?* nd
n n*r nd 1
n? nd 1 n| (80)3'
n® 1 n n?
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10. Examens d’Algebra 1

En aquest capitol hem recollit els examens d’Algebra 1 a partir del curs 97-98 amb la

idea de que ’alumne tingui una guia del grau de dificultat que es pot trobar en un examen.
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ALGEBRA 1 curs: 1997-1998 Diplomatura d’Estadistica. FME-UPC

Examen parcial 13 de novembre de 1997

1. Considerem tres conjunts A, X 1 Y. Demostreu quesi AUX = AUY 1 ANX =A4ANY
aleshores X =Y.

Solucié:

X=XNIXUA)=XnNYUA)=XNYHu(XnA) =XnY)Uu(YNA4) =
Y NX)u¥YnA)=YnXud)=YnlYui =Y

2. En el conjunt Q ~ {0} es defineix l'operacié a * b = 2ab. Estudieu si (Q ~ {0}, *) té

estructura de grup abelia 1 en cas afirmatiu resoleu ’equacié % * 22 * % = 2% x*(—3).

Solucié:

Q~ {0} xQ~{0} — Q- {0}

(a,b) — axb=2ab

Operaci6 interna:
a,be Q= 2abeQ
a,b# 0= 2ab # 0.
Associativa:
a*(b*c)=ax*(2bc) = 2a2bc = 4abe
(axb)*c=(2ab) * ¢ = 4abe
Commutativa:
a*xb=2ab=2ba=bxa
Element neutre:
axe=cka=a=2ac=a=a2e—1)=0=c=1€Q~ {0}
Element simetric:
Vae Q~ {0}, axa ' =atva=1=axa' =] =2 "'=,=0a'=,.
Per tant (Q ~ {0}, *) és grup abelia.
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%*:1;2*%:2*:1;*(—3), :1;2*%::1;*2*(—3)
xl*x*x*%:xl*x*Q* —-3), :1;*%:2*(—3)
()T =25 (=3) % (3)71, 1}22*(—3)*4%
:1;:2*(—3)*%, :1;:(_12)*%
r=2-12)L = 3.
3. Resoleu 'equacié matricial A- X = B — 3C on
2 2 3 1 -3 0 2 =2 1
A=l 1 -1 0}, B=[10 2 7], C=[3 0 2
-1 2 1 10 7 8 2 2 2
Solucié:

Sila matriu A és invertible aleshores

AN A X=4""(B-30) = X=A""-(B-3C)

00 2 2 3 1 00 2 2 3
10 1 -1 0)=|~-1200 —4 -3]|=
01 -1 2 1 1 020 6 5
002 2 3 1 0 0 2 2 3
2 00 -4 -3)=;[-42 12 0 —4 0] =
6 4 0 0 1 -1 6 4 0 0 1
—18 —-12 2 2 0 2 -9 -6 1 1 0
20 12 0 -4 0= 1 -5 -3 0 1 0] =y
6 4 0 0 1 -1 6 4 0 0 1
1 —4 -3 1 00
1 -5 =3 0 1 0
-1 6 4 0 0 1
1 —4 -3 -5 3 -3
Alt=11 -5 -3, B=-3c=[|1 2 1
-1 6 4 4 1 2
1 —4 -3 -5 3 -3 -21 -8 -—13
1 -5 =3 1 2 1 |=[-2 —-10 —14
-1 6 4 4 1 2 27 13 17

105
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4. Discutiu segons els valors de A el sistema segtient:

e + oy 4+ oz = 1
r 4+ Ay + oz = A
T 4+ oy + Az o= A
Solucié:
A1 1 1 1 1 X )\ 1 1 A A\?
I A 1T AM]=[1T X 1T X]=10 A-1 1-2A A=\ =y
1 1 X )\ A1 1 1 0 1—=X 1—=X2 1-)°
1 1 A A\?
=0 A-1 1—A A=\ ,

0 0 2-N_)A2 T4X_)A2_ )3
11 viTE (1
9 A_A2=0 Azwz{ ,

Si A # 1, —2 aleshores rang(A) = rang(A') = 3 i el sistema és S.C.D.
SiA=1

1 1
0 0 r+y+z=1, =1—y— 2z el sistema és S.C.L.
0 0

0 -3 3 —6 0z + 0y 4+ 0z = 3, el sistema és S.1.

5. Siguin aq = (1,-1,0,2), az = (=1,-1,2,1), a3 = (3,0,1,1), ay = (—2,—3,1,4), vectors
del R-espai vectorial R*. Determineu si sén linealment dependents o independents. En cas

que siguin linealment dependents expresseu un dels vectors com a combinacié lineal dels

altres.

Solucié:

1 —1 0 2\ 1 -1 0 2 a

1 -1 2 1) a 0 -2 2 3V ay+ar _
3 0 1 1)a ‘{0 3 1 =5)a3—3a =/
2 -3 1 4/ a4 0 -5 1 8/ as+2a;
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1 -1 0 2 aq
0 —2 2 3 aiq + a9 _
=/ 0 0 8 —1 2(@3 — 3@1) + 3(@1 + CLQ) =/

0 0 —8 1 2(@4 + 2@1) — 5(@1 + CLQ)

1 -1 0 2 aq

0 -2 2 3 aiq + ao

1o o 8 -1 2a3 — 3a; + 3ay
0 0 0 0 2@4 —da] — 5@2 + 2@3 — 3@1 + 3@2

Els cuatre vectors son linealment dependents ja que 'ultima fila és el vector zero.

2@4—@1—5@2 —|—2a3—3a1—|—3a2 =0
2@4 = a + 5@2 — 2@3 + 3@1 — 3@2 == 4@1 + 2@2 — 2@3

ag :2a1 —|—CL2—CL3.
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ALGEBRA 1 curs: 1997-1998 Diplomatura d’Estadistica. FME-UPC

Examen final 22 de gener de 1998

1. Siguin f 1 ¢ dos endomorfismes d'un K-espai vectorial E tals que fog = gof. Demostreu:
a) f(Ker g) C Ker g;
b) f(Im ¢) C Im g¢.

Solucié:
a) Ve, v € f(Ker g) = 2 = f(y), y € Ker g =

= g(z) = g(f(y)) = (g0 )ly) =(fog)y) = fla(y)) = f(0) =0=
= 1 € Ker ¢ = f(Ker ¢g) C Ker g;

b) Ve, 2 € f(Im g) = 2 = f(g(y)) = (fog)y) =(g90 f)y) =9(fly)) €Im g =
= f(Im ¢g) CIm g¢.

2. Demostreu que el conjunt T' de matrius triangulars:

1 b
T = 0 c a,b,c € Z
0 1

S = Q2

té estructura de grup amb el producte. Es abelia? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

i) L'operacié del producte és interna:

1 a b 1 = vy 1 24+a y+az—+5b
VA=10 1 ¢|,B=10 1 z2|eT=A-B=|0 1 z+ec eT
0 0 1 0 0 1 0 0 1

ja que A - B és triangular i els seus termes son enters.

i) El producte de matrius és associatiu.
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i¢) La matriu
1 0 0
=10 10
0 0 1
és I’element neutre del producte de matrius d’ordre 31 I3 € T

i) Les matrius de T sén invertibles, ja que el seu determinant és 1. Per tant, per

cada A € T existeix A™! tal que A-A™! = I3. Si A € T llavors A~ € T ja que:

1 a b 1 —a —-b+ac
A=10 1 ¢|eT, A'=10 1 —c cT.
0 0 1 0 O 1

v) El producte no és commutatiu, ja que:

1 2 0 1 0 0 1 2 4
01 0 01 2)=(01 2],
0 0 1 00 1 0 0 1
1 00 1 2 0 1 2 0
01 2 01 0)=(012
0 0 1 00 1 0 0 1

3. A D'espai vectorial M(2,R) considerem la matriu seglient:

Definim laplicacié fa : M(2,R) — M(2,R) per fa(X)= A4 X.
a) Demostreu que f4 és endomorfisme;
b) trobeu la matriu associada a f4 en la base canonica de M(2,R);
c) calculeu Ker f4 i Im fu;

d) calculeu la matriu associada a f4 en la base:

to o) (o) (09)-G Y

Solucié:

a) demostrem que fa és lineal:
YVX,Y e M2,R), fa(X+Y)=A4A-(X+Y)=A4A-X+A4-Y = fa(X)+ fa(Y);
i) VX € M(2,R),VAER, fa(AX)=A4 -(AX)=\A-X)=Afa(X).

Ga)-61)-Go)-00)
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La matriu associada a f4 en la base canonica és:

s

I
R
e
oo
e

1 0 0 1 .
x,yER}:< (_1 0>,<0 _1>> = dim(Ker f4)=2.

Im f4 =<(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1) >=<(1,0,1,0),(0,1,0,1) >
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M(2,R);, _B M(2,R),

Y

100 0 1 0 0 0
{110 0 . 1 1 0 0
P=lg 1 10|l =11 1 1 o

00 1 1 11 -1 1

111 0

I {000 1

C=PB-P=|, | |

000 2

111

4. Donats els subespais vectorials de R*, F =< (1,0,2,1),(3,1,2,-1),(0,—-1,a,4) > i
G ={(x,y,2z,t) | 2 + 3y + z — 2t = 0, y = 0}, trobeu una base i la dimensié de F, G,

F 4+ G 1 FNG segons els valors del parametre a € R.
Solucié:
i) Base i dimensié de F:

F=<(1,0,2,1),(3,1,2,—1),(0,—1,a,4) >,

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
3 1 2 —-1])=10 1 —4 —4|=,101 -4 —4
0 -1 4 0 -1 a 4 0 0 a—4 0

o Sia=4:

dim(F)=2,F =< f; =(1,0,2,1), f» = (0,1, -4, —4) > .

o Sia # 4

dim(F) =3, F =< fi =(1,0,2,1), fo = (0,1, -4, —4), fs = (0,0,a — 4,0) > .

i) Base i dimensié de G:

G=A{(z,y,z,t) | 20 +3y+2—-2t =0, y =0} = {(z,y,2,1) |20 +2-2t =0, y =0} =

= {(:1;,0, —2z + 2t7t) | r,t e R} =<g1 = (1707 _270)792 = (070727 1) >,
aleshores dim(G) = 2.
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i) Base 1 dimensié de FF+ G i FNG:

=f

eSia=4
10 2 1\ f 10 2 1 fi
01 -4 —4|f_ [0 1 -4 —4 f2_
10 —2 0 )g 7100 -4 —1)g—p 7
0 0 2 1 g2 0 0 2 1 g2
10 2 1 f
_ (o1 -4 -4 fa
1o o0 2 1 9
0 0 0 1 gl—f1—|—292
Per tant, dim(F +G) =4, F+ G =R dim(FNG)=2+2-4=01 FNG = {0}.
eSia#4
1 0 2 1\ fi 10 2 1 fi
01 -4 -4 f 01 -4 -—4 £
0 0 a—4 0 f3 =f 0 0 a—4 0 f3 Ef
1 0 —2 0 g1 0 0 —4 —1 gl—fl
0 0 2 1 g2 0 0 2 1 g2
1 0 2 1 f 10 2 1 fi
01 -4 —4 f2 01 -4 -4 £
=y 0 0 a—4 0 f3 =y 0 0 a—14 0 f3
0 0 2 1 g2 0 0 2 0 92—91-|-f1—292
0 0 0 1 gl—f1—|—2g2 0 0 0 1 gl—f1—|—2g2
10 2 1 f
01 -4 —4 £
=f 0 0 a—4 0 f3 Ef
0 0 1 0 %(—92—91+f1)
0 0 0 1 gl—f1—|—292
10 2 1 f
0 1 —4 —4 £
=10 0 O 0 f3—a;4(—92—91—|-f1)
00 1 0 s(—2 —g1 + f)
0 0 0 1 gl—f1—|—292

Per tant, dim(F + G) = 4, F 4+ G =R, dm(FNG)=34+2—-4=1

= —a+ fi)=0=Ff — =g +92) € FNG,

4 4
FNG =< GT(g1 +gy) >=< %(1,0,0, 1) >=<(1,0,0,1) > .
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ALGEBRA 1 curs: 1997-1998 Diplomatura d’Estadistica. FME-UPC

Examen d’estiu 8 de juliol de 1998

1. Siguin By = {(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} i B2 = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} dues bases de

R3. Un vector u de R? té components (z,y, z) en la primera base i (z',y’, ') en la segona.

Expresseu x, y 1 z en funcié de z', y' 1 2.

Primera solucié:
Siguin
2 1 1 1 0 1
P=11 2 1], @=10 1 1
11 2 1 1 0
les matrius que tenen per columnes l'expressié dels vectors de By 1 By respecte a la base

canonica.

Notem les coordenades de u respecte a la base canonica per (29, 9o, 20 ). Llavors:

x T x T x x
Plyl={w], Q@|vV]=lw]=P"y|=Q|V]|] =
z 20 2! 20 z 2!
x x! % —% % x! r = %(:1;’ —y' 4+ 2
y|=P"-Q-[v])=|-3 3 3 y' | =y = (=2 +y )
z 2 % % —% 2 z = %(:1;’—|—y’ 2"

Segona solucié:

uw=ux(2,1,1)4+y(1,2,1) + 2(1,1,2) = 2'(1,0,1) + ¢'(0,1,1) + 2'(1,1,0) =

2r + y + =z = 2 + 2
r + 2y + z =9y 4+ =
r + y + 2z = 2 +
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2 1 1 | «"+4 1 1 2 | '+
1 21 | y¥+2)=[0 1 -1 | 2= =y
11 2 | 2"+ 0 -1 =3 | a'4+z'—22"—2
11 2 | o+ 2 11 2 | o+ 2
0 1 -1 | 2 — ! =¢|0 1 0 | %( ety 42| =
0 0 —4 | —22'—2y +2 00 1 | 3('+y -2
11 0 | o'+ —=("+y -2 1 0 0 | %(x’—y’—l—z’)
0 1 0 | %—:1;’—|—y’—|—z’) =¢|10 1 0 | %(—:1;’—|—y’—|—2') =
0 0 1 | %(:1;’ +y' =2 0 0 1 | %(:1;’ +y' =z
T — %(l" _ y/ + Z’)
y %(_x/_l_y/_l_zl)
= _ %(x/ _I_ y/ Zl)
2. Considereu els subespais de R* segiients:
U={(z,y,zt) eR* | A=Da+ A+ 1)z +1t=0, e +y+z—t=0},
V={(z,y,z,t) ER* | QA+ D)z +y+2=0, v +y— Az =0]}.
a) Comproveu que per a qualsevol valor de A\, dim(U) = dim(V') = 2.
b) Determineu els valors de A tals que dim(U + V') = 3.
Primera solucié:
a) U: vectors soluci6 del sistema homogeni:
(A =1z + (A+1)z + t =0 _(A=1 0 AX4+1 1 | O
T i U T T S T

dim(U) = nombre de graus de llibertat del sistema = nombre d’incognites —rg(A).

rg(A):rg<AI1 0ot _11>:2,V/\:> dim(U) = 4 —2 = 2, V).

V: el mateix pel sistema:

(2A 4+ 1)z

+ oy + oz :0:>A:<(2A—|—1) 1 1 0 | 0)
T + vy - =
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dim(V') = nombre de graus de llibertat del sistema = nombre d’incognites —rg(A).

-1 1 1 0 .
rg =2 siA=-1
1 1 1 0

2 \+1) 1 1 0 ,
R A
rg( 1 1 =\ 0 A7

dim(V)=4—-2=2, VA,

2A4+1) 1 1 0
rg(A)ng<( ) ) L 0>=

b) Valors de A tals que dim(U + V') = 3,
3 = dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V) = 2 + 2 — dim(U N V) =
dim(UNV) =1: cal trobar A tal que dim(UNV) =1, pero UNV esta format pels vectors

solucio del sistema homogeni:

(A=1)z + (A4+1)z + t =0 A-=1 0 A+1 1 | O
T + ¥y + z — t =0 4 1 1 1 -1 10
A +1Dz + y 